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Abstract 
El presente estudio tiene como objetivo el aprendizaje de las bases del estudio por métodos 
numéricos de las ecuaciones que gobiernan los procesos clásicos de la mecánica de fluidos y su 
aplicación en el desarrollo de códigos computacionales para la resolución de problemas de 
interés tecnológico. 
Para llegar al objetivo marcado, se resolverán una serie de casos de creciente dificultad, 
creando programas informáticos para su resolución y comparando los resultados obtenidos 
con resultados verificados. 
El punto final de este proyecto es el estudio de un caso de tipo aerodinámico de interés en el 
campo de la ingeniería,  el fenómeno de vortex shedding en el flujo laminar sobre un cilindro 
cuadrado.  
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Nomenclatura 
 
𝛼 Coeficiente de transferencia de calor por convección 
𝑊
𝑚2 · 𝐾
 
𝑐𝑃 Calor específico 
J
kg · K
 
𝑒𝑖 Energía interna 𝐽 
𝜀𝑟  Error relativo % 
𝜆 Conductividad térmica 
𝑊
𝑚 · 𝐾
 
𝜇 Viscosidad dinámica 𝑃𝑎 · 𝑠 
𝜙 Variable genérica  
𝜓 Función línea de corriente  
𝜌 Densidad 
𝑘𝑔
𝑚3
 
𝑃 Presión absoluta 𝑃𝑎 
𝑃𝑒 Péclet  
?⃗̇? Flujo de calor 
𝑊
𝑚2
 
𝑅𝑒 Reynolds  
𝑆𝑡 Strouhal  
𝑇 Temperatura 𝐾 ó ºC 
𝑡 Tiempo 𝑠 
𝑢 Componente de la velocidad en la dirección x 
𝑚
𝑠
 
𝑣 Componente de la velocidad en la dirección y 
𝑚
𝑠
 
𝑥 Coordenada eje de abscisas 𝑚 
𝑦 Coordenada eje de ordenadas 𝑚 
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Capítulo 1 
1. Introducción 
El presente estudio se divide en capítulos según el objetivo que persigue cada uno. En el 
capítulo de introducción se presentarán los aspectos formales del estudio como el objetivo 
que persigue o la motivación que tiene.   
En el segundo capítulo se pretende recordar los conceptos básicos de la resolución numérica 
de ecuaciones a la vez que familiarizarse con la nomenclatura que se seguirá durante el resto 
del estudio.   
En el tercer capítulo se resolverá numéricamente la ecuación de conservación de la energía en 
un sólido, y, por ser un caso sencillo, tendrá el objetivo de servir como práctica de métodos 
numéricos y programación, como primer paso hacia una aplicación final.  
La ecuación de convección-difusión, en el cuarto capítulo, servirá como introducción a las 
ecuaciones de Navier-Stokes desde el punto de vista más general, profundizando en el estudio 
de fluidos en movimiento.  
En el quinto capítulo se presentará, junto con un caso de benchmark, la metodología Fractional 
Step Method, mediante la que se resolverá la aplicación final de este estudio, el fenómeno de 
vortex shedding, en el capítulo 6.  
 
1.1. Objetivo 
El objetivo del presente trabajo es estudiar y comprender las leyes físicas involucradas en la 
mecánica de fluidos y la transferencia de calor, así como obtener la capacidad de desarrollar 
códigos CFD&HT para resolución de problemas termofluídicos, validarlos y aplicarlos al estudio 
del fenómeno de Vortex Shedding sobre un cilindro cuadrado.  
 
1.2. Alcance 
Para poder considerar el proyecto terminado, los siguientes puntos deben ser completados y 
debidamente redactados en la memoria del proyecto: 
 
 Estudio y evaluación del estado del arte del desarrollo de software para la resolución 
de problemas termofluídicos. 
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 Desarrollo de un código de programación en lenguaje C++ para resolver la 
transferencia de calor por conducción. 
 Análisis de los resultados obtenidos y de la validez del código. 
 Estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes y su resolución por métodos numéricos, 
para fluidos en régimen laminar. 
 Desarrollo y verificación de códigos de análisis de mecánica de fluidos y transferencia 
de calor.  
 Análisis de los resultados obtenidos con los códigos desarrollados y 
comparación con códigos verificados. 
 Comprender la utilidad del código desarrollado para aplicarlo al estudio del fenómeno 
de vortex shedding sobre un cilindro cuadrado con ángulo de ataque. 
 Aplicación del código desarrollado al estudio del vortex shedding sobre un cilindro 
cuadrado con ángulo de ataque. 
 Análisis de los resultados obtenidos. 
 Planificación de ampliación del trabajo desarrollado para profundizar en el ámbito 
estudiado o extenderlo a otras aplicaciones. 
 
1.3. Requisitos 
Para considerar que los programas desarrollados son correctos para el conjunto del proyecto, 
deben cumplir los siguientes requisitos: 
 
 Los programas desarrollados deben ser escritos en lenguaje C++. 
 Deben simular con exactitud fenómenos termofluídicos. 
 Los resultados obtenidos mediante estos programas deben ser similares a los 
obtenidos con programas ya existentes y verificados. 
 Deben proporcionar resultados e información útiles para el desarrollo del proyecto. 
 El método matemático utilizado para la resolución de las ecuaciones diferenciales  será 
el Método de Volúmenes Finitos. 
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1.4. Justificación 
Con frecuencia se recurre a la experimentación y al diseño de prototipos con el fin de observar 
el comportamiento de ciertos equipos y sistemas frente a situaciones concretas. A medida que 
aumenta la complejidad del sistema o la situación que se pretende estudiar, aumentan 
también la complejidad del montaje experimental y su coste económico. En el campo de la 
mecánica de fluidos y la transferencia de calor, aparece una problemática añadida: Los 
modelos matemáticos que estudian la fenomenología de interés en este campo no permiten 
una resolución analítica en la gran mayoría de los casos.  
En este marco, la aparición de la computación y su rápido crecimiento han significado para el 
ámbito de la mecánica de fluidos la perfecta oportunidad de desarrollo. Si bien las ecuaciones 
que gobiernan los procesos físicos de la mecánica de fluidos no permiten una solución analítica 
exacta, sí que permiten su resolución aproximada por métodos numéricos, de manera que se 
obtienen algoritmos muy fácilmente programables.  
El presente estudio se convierte en un medio de aprendizaje, una guía de los pasos que se 
deben seguir en el estudio del desarrollo de códigos computacionales para la resolución de 
problemas clásicos de la mecánica de fluidos. Así, se pretenden obtener las herramientas 
necesarias para el análisis detallado de sistemas termofluídicos, de manera que los 
conocimientos recogidos en este estudio puedan ser generalizados a otros casos de interés 
para la ingeniería.  
Si bien existe un gran número de programas comerciales (como Ansys, Fluent, OpenFOAM,…), 
la clave de la filosofía de este estudio reside en el aprendizaje, de manera que se rechaza el 
uso de software comercial en favor del código propio, de manera que el presente trabajo sea 
un estudio de la física que hay detrás de esos programas, en lugar de un manual de 
instrucciones de cualquiera de ellos. 
Así, la justificación de este estudio es clara: la resolución numérica de las ecuaciones de 
Navier-Stokes es un campo que crece tan rápido como la potencia de computación de los 
procesadores disponibles en el mercado, de manera que es casi imperativo conocer las bases 
de este campo y sus métodos de trabajo. Además, con el caso de aplicación práctica de estudio 
del vortex shedding, se ponen en práctica las herramientas adquiridas mediante un caso 
enormemente estudiado y de interés tecnológico.  
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1.5. Antecedentes y estado del arte 
Formuladas a mediados del siglo XIX, las ecuaciones de Navier-Stokes (N-S) son un conjunto de 
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales que explican el movimiento de un 
fluido. La importancia que se da a estas ecuaciones no es ninguna exageración, ya que 
gobiernan cualquier proceso en el que intervenga el movimiento de un fluido, desde casos 
cotidianos como el movimiento del té en una taza, el vuelo de un pájaro o el movimiento del 
agua al caer por el desagüe hasta casos como el flujo de aire sobre las alas de un avión 
comercial, la tobera de un cohete o las instalaciones de aire acondicionado de una planta de 
producción. 
Para obtener estas ecuaciones se deberán aplicar los teoremas de continuidad, conservación 
de la cantidad de movimiento y conservación de la energía sobre un volumen de control del 
fluido estudiado. La complejidad de las ecuaciones resultantes provoca que su resolución 
analítica esté restringida a unos pocos casos muy simplificados y de poco interés práctico, 
haciendo así necesaria una resolución numérica para los casos de verdadero interés 
tecnológico. Los avances en el campo de la computación a mediados del siglo XX permitieron 
aplicar esta nueva tecnología al campo de la mecánica de fluidos, desarrollando lo que hoy en 
día se conoce como CFD (Computational Fluid Dynamics). 
Gracias a estos grandes avances en computación, hoy en día pueden resolverse con relativa 
facilidad casos de transferencia de calor por conducción y casos de movimiento de fluidos en 
régimen laminar, siendo ahora el centro de atención y principal foco de esfuerzo el estudio del 
régimen turbulento de fluidos. 
La relativa novedad de la llamada “era informática” convierte en la temática de este estudio en 
algo actual, en lo que se está trabajando de manera activa en la comunidad científica. Además 
cabe destacar la importancia del caso de aplicación escogido: el vortex shedding. Este 
fenómeno se presenta como la formación de manera alterna de vórtices en el flujo alrededor 
de un objeto, como las conocidas calles de vórtices de Von Kármán. El vortex shedding 
produce, por tanto, una variación alterna de las fuerzas de lift (sustentación) y drag 
(resistencia), que produce grandes vibraciones en el objeto. Esto es una fuente de numerosos 
problemas de ingeniería como el famoso puente de Tacoma Narrows, pero también puede ser 
usado como una forma de obtención de energía eólica, como demuestra la empresa española 
Vortex Bladeless con un proyecto de aerogenerador sin aspas que aprovecha este efecto. 
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Capítulo 2 
2. Introducción a los métodos numéricos 
Cuando se trata de analizar un fenómeno físico con un cierto grado de complejidad, es muy 
común obtener ecuaciones diferenciales que no permiten una resolución analítica (como es el 
caso en este estudio), en esta situación puede obtenerse una resolución satisfactoria 
empleando el análisis mediante métodos numéricos. Ello consiste en obtener un conjunto de 
números que satisfagan las ecuaciones del proceso que se está estudiando. La manera más 
fácil de entender el funcionamiento del análisis numérico consiste en imaginarlo como un 
laboratorio de experimentos, donde un grupo de instrumentos miden una determinada 
magnitud en un conjunto de puntos discretos del espacio. Si la magnitud de estudio se ha 
medido en un número suficientemente grande de puntos del espacio, se puede obtener una 
distribución de dicha magnitud en todo el dominio estudiado.  
De igual manera, en el análisis numérico de magnitudes, se tratará de obtener el valor de la 
variable en un conjunto de puntos de un dominio (a partir de ahora llamados puntos de malla 
o nodos) de manera que se obtendrá un conjunto de soluciones lo bastante grande para ser 
útil en aplicaciones prácticas. 
 
2.1. Discretización de ecuaciones 
Tomando como objetivo el valor de la variable de estudio en los puntos de malla, se 
reemplazará la información continua de la ecuación diferencial por valores discretos en los 
puntos escogidos, de esta manera se obtendrá una discretización de la distribución de la 
variable de estudio (de ahora en adelante 𝜙). Para calcular los valores de la variable 𝜙 en los 
puntos de malla, será necesario convertir las ecuaciones gobernantes del proceso en 
ecuaciones discretizadas, de manera que reflejen el comportamiento de la variable en los 
puntos de estudio. 
Para una ecuación diferencial dada, se podrán encontrar diferentes métodos de discretización 
que llevan a diferentes ecuaciones de discretización. Para este estudio, se ha escogido el 
método de volúmenes finitos, dado que es simple de entender, aplicar y tiene una 
interpretación física directa.  
Para ello se debe dividir el dominio de cálculo en volúmenes de control no superpuestos, de 
manera que cada volumen de control rodee un punto de malla o nodo. Una vez creada esta 
malla, se integrará la ecuación diferencial en cuestión sobre cada volumen de control, 
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obteniendo así una ecuación de discretización que expresará el principio de conservación de la 
variable 𝜙 en cada volumen de control de la misma manera en que la ecuación diferencial 
expresa su conservación en un volumen de control infinitesimal.  Aplicando estas ecuaciones 
de discretización, se obtendrá el valor de 𝜙 en el nodo de cada volumen de control. Por último, 
se deberá establecer cómo se comporta la variable entre dos nodos. Podría establecerse que el 
valor de 𝜙 en todo el volumen de control es el mismo que en el nodo, pero un análisis más 
exacto y no mucho más complicado consiste en establecer una variación lineal de la variable 
entre dos nodos. De cualquier modo, en la metodología escogida para este trabajo esto 
correspondería a un trabajo de post-proceso, donde una vez conocido el valor de 𝜙 en cada 
nodo, se dotaría al algoritmo de herramientas para conocer su valor en puntos situados entre 
dos nodos. 
Para poder discretizar la ecuación por el método de volúmenes finitos será necesario, pues, 
discretizar el dominio espacial donde se estudiará la distribución de 𝜙, esto puede hacerse de 
dos formas: 
 Nodos centrados: Este método de discretización consiste en dividir el dominio en 
diferentes volúmenes de control, y situar el nodo en el baricentro de cada volumen. 
Ideal para casos donde intervienen varios materiales o fluidos. 
 Caras centradas: En este otro método, por el contrario, se situarán los nodos en los 
puntos deseados y se generará un volumen de control alrededor de cada nodo. 
Una vez discretizado el espacio e integrada la ecuación sobre cada volumen de control, se 
podrá obtener el valor de 𝜙 en el punto de estudio en función de su valor en los nodos 
adyacentes, agrupando términos y ordenando la ecuación de manera cómoda, se obtiene una 
ecuación similar a la que se presenta:  
 
𝑎𝑃𝜙𝑃 = 𝑎𝐸𝜙𝐸 + 𝑎𝑊𝜙𝑊 + 𝑎𝑁𝜙𝑁 + 𝑎𝑆𝜙𝑆 + 𝑏𝑝 (2.1) 
 
Donde los términos 𝑎𝑖  corresponden a los términos que acompañan al valor de 𝜙 en cada 
nodo adyacente (los subíndices E, W, N y S corresponden a las direcciones Este, Oeste, Norte y 
Sur en inglés, y representan los nodos adyacentes en un espacio bidimensional en este caso) y 
𝑏𝑃 representa el término independiente de la ecuación. 
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2.2. Resolución de la discretización temporal 
Para casos estacionarios, las ecuaciones de discretización que obtendremos serán suficientes 
para resolver el problema mediante los algoritmos que serán presentados en próximos 
capítulos, pudiendo ser tratadas como ecuaciones algebraicas más simples.  
En casos transitorios, por el contrario, se deben discretizar también las ecuaciones en el 
dominio temporal. Para ello se integrará la ecuación en un intervalo de tiempo, de manera 
análoga al proceso con volúmenes de control, y se obtendrá así un valor de 𝜙 en el nodo de 
estudio y el instante de tiempo actual, que dependerá, en general, de 𝜙 en los nodos 
adyacentes tanto en el instante de tiempo actual como en el anterior. El grado en el que φ 
depende del instante presente o el anterior se medirá con la introducción del parámetro β 
(que toma valores entre 0 y 1), y se conseguirá así una ecuación con una estructura como la 
que se muestra: 
aPϕP
n+1= β(aEϕE+aWϕW+aNϕN+aSϕS+bp)
n+1
+(1-β)(aEϕE+aWϕW+aNϕN+aSϕS+bp)
n
 (2.2) 
 
El parámetro β tomará usualmente los valores β=0, β=1 o β=0.5, definiendo así uno de los 
siguientes esquemas: 
 Esquema explícito 
El esquema explícito consiste en considerar que el valor de 𝜙𝑃 se mantiene constante 
e igual a 𝜙𝑃
𝑛 durante todo el intervalo de tiempo desde 𝑡 = 𝑡𝑛 hasta 𝑡 = 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 +
Δ𝑡, cuando cambia de manera abrupta a 𝜙𝑃
𝑛+1. Sustituyendo β=0 en la ecuación (2.2), 
el valor 𝜙𝑃
𝑛+1 deja de depender de los nodos adyacentes en el mismo instante de 
tiempo para depender únicamente de los valores de 𝜙 en el instante anterior. Se 
obtiene así una resolución mucho más directa, ya que bastará con conocer la 
distribución inicial de 𝜙 y los términos constantes de la ecuación para conocer el valor 
de 𝜙 en cada nodo y cada instante de tiempo.  
Pese a esta simplicidad, y al contrario que los otros dos esquemas que se presentarán 
en este capítulo, el esquema implícito tiene algunos problemas de convergencia para 
incrementos temporales demasiado grandes, resultando en valores de 𝜙 no realistas 
físicamente, de manera que sólo será escogido cuando la escala de tiempo del 
problema físico que se vaya a estudiar necesite un incremento temporal lo 
suficientemente pequeño.  
 
 Esquema implícito 
El esquema implícito es el caso diametralmente opuesto al explícito. Este esquema 
supone que el cambio en 𝜙  sucede instantáneamente en 𝑡 = 𝑡𝑛  y permanece 
constante durante todo el incremento temporal hasta 𝑡 = 𝑡𝑛+1. Cuando se impone 
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β=1 en la ecuación (2.2), se hace patente el hecho de que para encontrar el valor de 
𝜙𝑃
𝑛+1 es necesario conocer el valor de 𝜙 en los nodos adyacentes en el mismo instante 
de tiempo. Así pues, se hace necesaria la resolución de un sistema de ecuaciones de 
manera simultánea. Esto será conseguido mediante un proceso iterativo: para cada 
instante de tiempo 𝑡 = 𝑡𝑛+1 se impondrán valores de 𝜙 en todo el dominio como 
estimación inicial, se usarán estos valores para calcular el valor de 𝜙 en cada punto del 
dominio, y se comparará el nuevo valor con el de la estimación inicial, repitiendo el 
proceso hasta que ambos campos de 𝜙 sean suficientemente similares según un cierto 
criterio de convergencia.  
Si bien este esquema parece ligeramente menos simple que el anterior, esto se ve 
compensado por una mayor facilidad para obtener resultados físicamente realistas 
para cualquier incremento de tiempo, al igual que el esquema Crank-Nicholson que se 
explicará a continuación, se trata de un esquema incondicionalmente estable. 
 
 Esquema Crank-Nicholson 
A medio camino entre los esquemas explícito e implícito se encuentra el esquema 
Crank-Nicholson. Este esquema supone una variación lineal del valor de φ entre un 
instante de tiempo y el siguiente. Para aplicar este esquema, se impondrá β=0.5, de 
manera que el valor de 𝜙𝑃
𝑛+1 depende tanto del instante de tiempo actual como del 
anterior y, de la misma manera que en el esquema implícito será necesario un proceso 
iterativo. Al igual que el esquema implícito, este esquema es incondicionalmente 
estable, pero con una mayor precisión ya que se trata de una aproximación de 
segundo orden. 
 
Figura 1. Variación de la temperatura en el tiempo según los diferentes esquemas [1] 
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2.3. Resolución de la discretización espacial 
Como ya se ha mencionado previamente, mediante la discretización de las ecuaciones que 
gobiernan determinados fenómenos físicos, se pretende reducir el sistema de ecuaciones 
diferenciales a un sistema de ecuaciones algebraicas corrientes (de la forma matricial 𝐴𝑥 = 𝑏, 
o en su forma expandida en la Figura 2) de resolución relativamente sencilla.  No obstante, 
resolver un sistema de ecuaciones para cada nodo en un dominio con un alto número de 
nodos puede convertirse en una tarea complicada. Es por ello que se convierte en esencial el 
uso de determinadas herramientas que, aprovechando las ventajas que ofrece la computación, 
resuelvan estos sistemas de la manera más rápida posible. Estas herramientas son llamadas 
solvers o algoritmos de resolución, y se deberá escoger un solver determinado en función del 
contexto general problema a tratar. 
 
Figura 2. Forma expandida del sistema Ax=b 
 
2.3.1. TDMA (Tri-Diagonal Matrix Algorithm) 
El TDMA (o algoritmo de matriz tri-diagonal) es un algoritmo de resolución directo, lo que 
significa que resuelve las ecuaciones que trata sin necesidad de un proceso iterativo. Como su 
propio nombre indica, este solver resuelve directamente los casos en los que la matriz A tiene 
valores no nulos tan solo en sus tres diagonales principales (aunque como se verá más 
adelante, puede ser modificado para resolver casos más generales). Partiendo de la ecuación 
discretizada (como ejemplo, para un caso de cálculo unidimensional de temperaturas):  
𝑎𝑃𝑖𝑇𝑖 = 𝑎𝐸𝑖𝑇𝑖+1 + 𝑎𝑊𝑖𝑇𝑖−1 + 𝑏𝑃𝑖 (2.3) 
 
En notación matricial, los coeficientes 𝑎𝐸𝑖 y 𝑎𝑊𝑖 aparecería en la matriz A cambiados de signo y 
en las diagonales superior e inferior a la principal respectivamente. Es importante observar 
que los coeficientes 𝑎𝑊1 y 𝑎𝐸𝑛 son nulos. De esta manera, el valor de 𝑇1 puede ponerse en 
función de 𝑇2 y éste, en función de 𝑇3 y así sucesivamente hasta llegar a 𝑇𝑛, que dependería de 
la temperatura en un nodo fuera del dominio, pero realmente no interviene en la resolución 
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ya que  𝑎𝐸𝑛 = 0. Comprendido esto, es claro que la solución consiste en encontrar una 
expresión del tipo: 
𝑇𝑖 = 𝑃𝑖𝑇𝑖+1 + 𝑅𝑖  (2.4) 
 
Donde, operando con la ecuación (2.3), podemos obtener las definiciones de 𝑃𝑖 y 𝑅𝑖 para este 
caso de ejemplo: 
𝑃𝑖 =
𝑎𝐸𝑖
𝑎𝑃𝑖 − 𝑎𝑊𝑖𝑃𝑖−1
             𝑅𝑖 =
𝑏𝑃𝑖 + 𝑎𝑊𝑖𝑅𝑖−1
𝑎𝑃𝑖 − 𝑎𝑊𝑖𝑃𝑖−1
 
 
(2.5)    (2.6) 
 
 
2.3.2. Gauss-Seidel 
El algoritmo de resolución de Gauss-Seidel pertenece al segundo gran grupo de solvers, los 
solvers iterativos. Este tipo de algoritmos se basan en el método de ensayo y error, probando 
una solución y mejorándola a base de repetir los cálculos.  
En concreto, el algoritmo Gauss-Seidel supone un valor arbitrario para la variable estudiada  y 
resuelve el sistema de ecuaciones punto a punto, actualizando el valor utilizado para los 
cálculos. Una vez calculada la variable para todo el dominio, se compara el valor obtenido en 
cada punto con el valor supuesto (o ultimo calculado a medida que aumenta el número de 
iteraciones) y se repite el cálculo hasta que esta diferencia es tan pequeña como la precisión 
establecida. 
 
2.3.3. Line by line (TDMA + Gauss-Seidel)  
El método line by line o TDMA apoyado en Gauss-Seidel es un algoritmo de resolución iterativo 
que combina los dos métodos anteriores. Este solver para casos de más de una dimensión 
empieza planteándose como un TDMA, pero aparece el impedimento de las dimensiones 
añadidas. Por ejemplo, en un caso bidimensional no dispondremos de tres diagonales no nulas 
en la matriz de coeficientes, si no de cinco. En estos casos, puede forzarse a la matriz a ser tri-
diagonal añadiendo tantas incógnitas como sea necesario al término independiente mediante 
una suposición inicial de valores. De esta manera se puede resolver una línea del dominio 
como si se tratara de un TDMA corriente y, una vez resuelta, se pasaría a la siguiente siguiendo 
una determinada dirección de barrido. Al concluir este barrido, se compararían los resultados 
con la suposición inicial y se refinaría el resultado iterando como se ha explicado en el 
algoritmo Gauss-Seidel.   
Este solver buscará el mismo tipo de solución que el TDMA, es interesante en vista a los casos 
de estudio que se verán en este proyecto establecer los valores de los parámetros de esta 
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solución para un problema genérico bidimensional donde se estudia la variable 𝜙.  
 
𝑃𝑖 =
𝑎𝐸𝑖
𝑎𝑃𝑖 − 𝑎𝑊𝑖𝑃𝑖−1
             𝑅𝑖 =
𝑏𝑃𝑖 + 𝑎𝑁𝑖𝜙𝑁𝑖 + 𝑎𝑆𝑖𝜙𝑆𝑖 + 𝑎𝑊𝑖𝑅𝑖−1
𝑎𝑃𝑖 − 𝑎𝑊𝑖𝑃𝑖−1
 (2.7)    (2.8) 
  
2.4. Esquemas numéricos  
En el estudio del movimiento de un fluido, como se hará patente a partir del capítulo 4, es 
necesario evaluar el valor de la propiedad estudiada (𝜙) en las caras de los volúmenes de 
control, mientras que sólo se conoce su valor en los nodos. Este cálculo se realizará mediante 
el uso de esquemas numéricos que establecen una relación entre esos dos valores.  
 
Aunque existe un gran número de estos esquemas, se presentarán a continuación los 
esquemas que se van a utilizar en el presente estudio, conocidos como esquemas de bajo 
orden (el orden de un esquema es el número de nodos vecinos que intervienen en su cálculo). 
El hecho de que sean esquemas de bajo orden implica una menor precisión, pero una mayor 
estabilidad del esquema.   
 
Estos esquemas siguen una misma forma, 
𝜙𝑖−𝜙𝑃
𝜙𝐼−𝜙𝑃
= 𝛼𝑖 para las caras e y n, y 
𝜙𝑖−𝜙𝑃
𝜙𝐼−𝜙𝑃
= 1 − 𝛼𝑖 
para las caras w y s, donde 𝛼𝑖 es un parámetro que depende del esquema, como se muestra a 
continuación: 
 Central Difference Scheme (CDS): Esquema de segundo orden aunque puede tener 
problemas de estabilidad. El valor de la variable se calcula como la media aritmética: 
𝜙𝑒 = 𝜙𝑃 +
𝑑𝑃𝑒
𝑑𝑃𝐸
(𝜙𝐸 − 𝜙𝑃) (2.9) 
 
Obteniendo así para las caras e y n: 
𝛼𝑒 =
𝑑𝑃𝑒
𝑑𝑃𝐸
 (2.10) 
 
Y para las caras w y s: 
𝛼𝑤 =
𝑑𝑊𝑤
𝑑𝑃𝑊
 (2.11) 
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 Upwind Difference Scheme (UDS): Esquema estable de primer orden. El valor de la 
variable en cualquier cara se toma como el valor en el nodo aguas arriba, en función 
del sentido del flujo en esa misma cara: 
{
𝜙𝑖 = 𝜙𝑃          𝑚𝑖̇ > 0
𝜙𝑖 = 𝜙𝐼          𝑚𝑖̇ < 0
 (2.12) 
 
De manera que la relación 𝛼𝑖 resulta:  
 
{
𝛼𝑖 = 0          𝑚𝑖̇ > 0
𝛼𝑖 = 1          𝑚𝑖̇ < 0
 (2.13) 
 
 Exponential Difference Scheme (EDS): Similar al esquema CDS, pero en lugar de 
suponer una relación lineal, se impone una ecuación exponencial que es solución de la 
ecuación de convección-difusión para un caso unidimensional: 
𝜌𝑒𝑣𝑥𝑒𝜙 = Γe
𝑑𝜙
𝑑𝑥
 (2.14) 
 
Integrando entre los dos nodos: 
∫
𝑑𝜙
𝜙
𝐸
𝑃
=
𝜌𝑒𝑣𝑥𝑒
Γe
𝑑𝑥 (2.15) 
 
𝜙𝐸 = 𝜙𝑃𝑒
𝜌𝑒𝑣𝑥𝑒𝑑𝑃𝐸
Γe  (2.16) 
 
Repitiendo el proceso integrando entre P y e, y procediendo análogamente para la 
cara w, resultan las relaciones: 
{
  
 
  
 
𝛼𝑖 =
𝑒
𝜌𝑖𝑣𝑥𝑖𝑑𝑃𝑖
Γi − 1
𝑒
𝜌𝑖𝑣𝑥𝑖𝑑𝑃𝐼
Γi − 1
           𝑖 = 𝑒, 𝑛
𝛼𝑖 =
𝑒
𝜌𝑖𝑣𝑥𝑖𝑑𝐼𝑖
Γi − 1
𝑒
𝜌𝑖𝑣𝑥𝑖𝑑𝑃𝐼
Γi − 1
           𝑖 = 𝑤, 𝑠
 (2.17) 
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Capítulo 3 
3. Transferencia de calor por conducción 
Aunque el estudio realizado en este proyecto se centrará principalmente en los fenómenos 
ocasionados en el movimiento de un fluido, es interesante estudiar primero la transferencia de 
calor por conducción con el objetivo de obtener y asentar una base para la metodología que se 
va a seguir durante el proyecto. De esta manera, en el presente capítulo se van a presentar las 
leyes que gobiernan la transferencia de calor en cuerpos sólidos y se va a hablar de su 
resolución numérica para casos complejos con aplicaciones reales.  
Para lograr estos objetivos, se escogerá un caso particular de estudio (conducción 
bidimensional transitoria en un medio compuesto por varios materiales), y se resolverá este 
problema mediante un sencillo código en lenguaje de programación C++ (adjunto en formato 
electrónico en el Anexo A.1), en el que se verán aplicados todos los conceptos explicados en el 
capítulo a modo de ejemplo práctico. Este ejercicio ha sido proporcionado por el Centre 
Tecnològic de Transferència de Calor i Massa y puede ser encontrado en [2].  
 
3.1. Formulación  
 
Para establecer las bases de la transferencia de calor por conducción, como en cualquier otro 
campo, es conveniente empezar mostrando la formulación que se empleará, en este caso, se 
empleará la ecuación general de conservación de la energía particularizada para cuerpos 
sólidos estáticos como se expone a continuación: 
𝑑
𝑑𝑡
∫ 𝑒𝑖 𝜌 𝑑𝑉
 
𝑉𝑎
=  −∫  ?̇?⃗⃗ ⃗ · ?⃗?
 
𝑆𝑎
𝑑𝑆 (3.1) 
 
Para que permita ser tratada como una ecuación algebraica, esta ecuación será discretizada de 
manera que podrá ser resuelta de manera mucho más sencilla con alguno de los métodos 
presentados en el capítulo anterior.  
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3.2. Caso de estudio: Conducción bidimensional transitoria en 
un medio compuesto por varios materiales 
Una barra muy larga de sección cuadrada está compuesta por cuatro materiales diferentes 
(M1-M4, representados en diferentes colores en la Figura 3). Las coordenadas de los puntos P1 
a P3 se dan en la Tabla 1(obsérvese que la figura no está a escala). Las propiedades de los 
materiales se dan en la Tabla 2. Cada uno de los cuatro lados de la barra interacciona con el 
entorno de una manera diferente, como se describe en la Tabla 3. La temperatura inicial es 
T=8.00 °C en todo el dominio.  
El objetivo es resolver el sistema mediante un programa en lenguaje C++ para cada instante de 
tiempo, obteniendo los valores de la temperatura en cada punto del dominio. En particular, se 
obtendrá el valor de la temperatura para cada instante de tiempo (hasta un tiempo t=10000s) 
en dos puntos concretos del dominio (los puntos (0.65, 0.56) y (0.74, 0.72)) para facilitar la 
representación gráfica de los resultados.  
 
Figura 3. Esquema del sistema [2] 
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 𝑥[𝑚] 𝑦[𝑚] 
p1 0.50 0.40 
p2 0.50 0.70 
p3 1.10 0.80 
Tabla 1. Coordenadas de los puntos P1 a P3 
 
 𝜌[𝑘𝑔/𝑚3] 𝑐𝑝[𝐽/𝑘𝑔𝐾] 𝜆[𝑊/𝑚𝐾] 
𝑀1 1500.00 750.00 170.00 
𝑀2 1600.00 770.00 140.00 
𝑀3 1900.00 810.00 200.00 
𝑀4 2500.00 930.00 140.00 
Tabla 2. Propiedades de los materiales M1 a M4 
Pared Condición de contorno 
Inferior Isotérmica a 𝑇 = 23.00 ℃ 
Superior Flujo de calor uniforme 𝑄𝑓𝑙𝑜𝑤 = 60 𝑊/𝑚 
Izquierda En contacto con un fluido a 𝑇𝑔 = 33.00 ℃ y con coeficiente de transferencia de 
calor 𝛼 = 9.00 𝑊/𝑚2𝐾 
Derecha Temperatura uniforme 𝑇 = 8.00 + 0.005𝑡 ℃  (donde t es el tiempo en 
segundos) 
Tabla 3. Condiciones de contorno 
3.2.1. Hipótesis de trabajo 
Por tal de simplificar las ecuaciones y ajustarlas al problema en cuestión, se deberán realizar 
una serie de hipótesis: 
 Estudio bidimensional transitorio. 
 Propiedades termofísicas constantes. 
 Esquema de resolución implícito. 
 Se medirá un intervalo de 10000 segundos, discretizado en intervalos de 1 segundo. 
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3.2.2. Discretización del dominio 
Para este ejercicio se ha escogido una discretización espacial por nodos centrados, dividiendo 
el dominio en volúmenes de control bidimensionales y situando un nodo en el centro de cada 
uno de ellos. Para aplicar la discretización por nodos centrados, es necesario que no aparezca 
ningún volumen de control con dos materiales distintos en su interior, de manera que se ha 
dividido horizontal y verticalmente en función de los límites impuestos por cada material, y se 
ha asignado a cada una de estas divisiones un número de volúmenes de control, de manera 
que se puede variar la densidad de la malla para obtener una determinada resolución. Para 
evaluar correctamente la conductividad térmica en las caras que separan dos materiales, se 
realizará la media harmónica del valor de esta variable en cada nodo siguiendo la siguiente 
ecuación (para el valor de lambda en la cara i). Para una referencia visual de la discretización 
mencionada, ver Figura 4. 
𝜆𝑖 =
𝑑𝑃𝐼
𝑑𝑃𝑖
𝜆𝑃
+
𝑑𝑖𝐼
𝜆𝐼
 (3.2) 
 
Figura 4. Discretización del dominio 
 
NV3 
NV2 
NV1 
NH1 NH2 
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3.2.3. Discretización de las ecuaciones 
Partiendo de la ecuación (3.1) y aplicando las hipótesis previamente mencionadas en el 
apartado 3.2.1, se obtiene la siguiente ecuación: 
𝜌
𝜕
𝜕𝑡
∫𝑒𝑖𝑑𝑉
 
𝑉
= −∫ ?⃗̇?
 
𝑆
· ?⃗?𝑑𝑆 (3.3) 
 
Donde se promediará el valor de la energía interna en el interior de cada volumen de control, 
siguiendo la expresión 𝑒?̅? =
1
𝑉𝑃
∫ 𝑒𝑖𝑑𝑉 ()  y se evaluará el flujo de calor en cada cara como se ve 
en la Figura 5, obteniendo así la ecuación (3.4). 
 
 
Figura 5. Flujo de calor a traves de las paredes del nodo P 
 
𝜌𝑃𝑉𝑃
𝜕𝑒𝑖𝑃̅̅ ̅̅
𝜕𝑡
=∑𝑄 (3.4) 
 
Donde ∑𝑄 = 𝑄𝑠 + 𝑄𝑤 − 𝑄𝑒 − 𝑄𝑛, según el criterio de signos especificado en la Figura 5 (Los 
flujos entrantes al volumen de control son positivos). Ahora se deberá integrar esta ecuación 
en un intervalo de tiempo Δt. 
∫ 𝜌𝑃𝑉𝑃
𝜕𝑒𝑖𝑃̅̅ ̅̅
𝜕𝑡
𝑡𝑛+1
𝑡𝑛
𝑑𝑡 = ∫ ∑𝑄
𝑡𝑛+1
𝑡𝑛
𝑑𝑡 (3.5) 
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𝜌𝑃𝑉𝑃∫
𝜕𝑒𝑖𝑃̅̅ ̅̅
𝜕𝑡
𝑡𝑛+1
𝑡𝑛
𝑑𝑡 = ∆𝑡 · [𝛽 (∑𝑄)
𝑛+1
+ (1 − 𝛽) (∑𝑄)
𝑛
] (3.6) 
 
𝜌𝑃𝑉𝑃(𝑒𝑖𝑝̅̅ ̅̅
𝑛+1 − 𝑒𝑖𝑝̅̅ ̅̅
𝑛) = ∆𝑡 · [𝛽 (∑𝑄)
𝑛+1
+ (1 − 𝛽) (∑𝑄)
𝑛
] (3.7) 
 
En estas ecuaciones, el parámetro β corresponde al esquema de discretización temporal a 
elección, tal como se explicó en el capítulo 2. 
Seguidamente, mediante una aproximación del valor de la variación de energía interna en el 
nodo (𝑒𝑖𝑃̅̅ ̅̅
𝑛+1 − 𝑒𝑖𝑃̅̅ ̅̅
𝑛 ≈ 𝑒𝑖𝑃
𝑛+1 − 𝑒𝑖𝑃
𝑛), se podrá relacionar con la variación temporal de 
temperatura por su definición: 𝑑𝑒𝑖 = 𝑐𝑃𝑑𝑇. Tras esto, y aplicando un esquema de resolución 
implícito, donde β=1, la ecuación que resulta es: 
𝜌𝑃𝑐𝑝𝑉𝑃(𝑇𝑃
𝑛+1 − 𝑇𝑝
𝑛)
∆𝑡
= (𝑄𝑤 + 𝑄𝑠 − 𝑄𝑒 − 𝑄𝑛)
𝑛+1 (3.8) 
 
Finalmente se debe evaluar el valor de los flujos de calor en cada superficie de contacto a 
partir de su definición aplicada a este caso de estudio en particular: 
𝑄𝑖 = −𝜆𝑖
𝑑𝑇
𝑑𝑥𝑖
𝑆𝑖 (3.9) 
 
Para poder aplicar correctamente la ecuación (3.9) a cada superficie, se debe aproximar el 
valor de la derivada de la temperatura en la dirección normal a la superficie mediante una 
aproximación lineal, obteniendo así los siguientes valores para los flujos de calor: 
𝑄𝑒 = −𝜆𝑒
𝑇𝐸 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝐸
𝑆𝑒         𝑄𝑤 = −𝜆𝑤
𝑇𝑃 − 𝑇𝑊
𝑑𝑃𝑊
𝑆𝑤    (3.10)    (3.11)   
 
𝑄𝑛 = −𝜆𝑛
𝑇𝑁 − 𝑇𝑃
𝑑𝑃𝑁
𝑆𝑛         𝑄𝑠 = −𝜆𝑠
𝑇𝑃 − 𝑇𝑆
𝑑𝑃𝑆
𝑆𝑠 (3.12)    (3.13)     
 
Finalmente, se operará la ecuación final (3.14) para obtener la ecuación discretizada (3.15):  
 
ρPcpVP(TP
n+1-Tp
n)
Δt
= (-λw
TP-TW
dPW
Sw-λs
TP-TS
dPS
Ss+λe
TE-TP
dPE
Se+λn
TN-TP
dPN
Sn)
n+1
 (3.14) 
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𝑎𝑃𝑇𝑃
𝑛+1 = (𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑏𝑃)
𝑛+1 (3.15) 
 
Donde los valores de los coeficientes 𝑎𝐼  y 𝑏𝑃  se obtendrán sencillamente agrupando los 
términos de la ecuación anterior. Sin embargo, existe un cierto número de nodos con 
condiciones de contorno definidas, de manera que estos coeficientes adquieren valores 
especiales que habrá que calcular aparte, de la siguiente manera: 
 Franja inferior: Como puede verse en la Tabla 3, los nodos de la franja inferior del 
dominio se mantienen a una temperatura constante de 23⁰C (condición de contorno 
de Dirichlet, donde se conoce el valor de la variable). En el programa desarrollado se 
han ignorado los coeficientes correspondientes a estos nodos y se ha impuesto su 
temperatura, eliminándolos del proceso iterativo de resolución. 
 Franja derecha: Se ha operado igual que con la franja inferior, imponiendo en el 
programa el valor de la temperatura de estos nodos para cada instante de tiempo, 
excluyéndolos del cálculo general. 
 Franja superior: Los nodos de esta franja del dominio tienen en su cara superior un 
flujo de calor uniforme incidente, de valor 𝑄𝑓𝑙𝑜𝑤 = 60 𝑊/𝑚 (condición de contorno 
de Neumann, donde se conoce la variación de la variable estudiada). Los coeficientes 
de discretización obtienen los valores resultantes de agrupar los términos de la 
ecuación anterior, pero se impondrá 𝑎𝑁 = 0, dado que los nodos de esta región no 
tienen influencia de ningún nodo superior. 
 Franja izquierda: Al igual que en la franja superior, los coeficientes obtendrán los 
valores originales, exceptuando el coeficiente de influencia del nodo W, ya que los 
nodos de esta región no disponen de ningún nodo a su izquierda (𝑎𝑊 = 0). 
 Esquinas: En la mayoría de esquinas se podrá escoger la condición de contorno de una 
de las regiones cercanas: para las dos esquinas inferiores se establecerá la condición 
de contorno de los nodos de la franja inferior y para la esquina superior derecha la 
condición de la franja derecha. Sin embargo, para la esquina superior izquierda se 
pueden combinar las condiciones de contorno de las dos regiones que intersecan en 
esa esquina: Ese nodo en concreto tendrá un flujo de calor uniforme incidente (cara N) 
y un intercambio de calor con el aire ambiente (cara W). 
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3.2.4. Algoritmo de resolución 
Para resolver este ejercicio, se ha desarrollado un sencillo programa en C++ que sigue el 
siguiente algoritmo: 
1. Introducción de datos: 
 Datos físicos: Propiedades físicas del problema como temperaturas, distancias, 
propiedades termofísicas,… 
 Datos numéricos: Parámetros propios del método numérico, número de nodos para 
la discretización, incrementos temporales (Δt), criterio de convergencia (δ),… 
 
2. Pre-proceso: Cálculos previos asociados a la geometría, generación de la malla y cálculos 
independientes del resultado en general. En este ejercicio en concreto, la temperatura de 
todos los nodos inferiores es constante y conocida, y se establece en este punto. 
 
3. Mapa inicial de temperaturas: Asignación de la temperatura de cada nodo en el instante 
inicial (𝑡 = 𝑡𝑛 = 0), de manera que 𝑇𝑛[𝑖, 𝑗] = 𝑇𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙[𝑖, 𝑗] donde (i y j corresponden a los 
índices de cada nodo). 
 
4. Incremento temporal: El tiempo avanza en un intervalo Δt, de manera que 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + ∆𝑡. 
 
5. Aproximación inicial: Puesto que se utiliza un esquema de resolución implícito, es 
necesario suponer un estado inicial de temperatura para el dominio en cada instante de 
tiempo. Una buena aproximación inicial consiste en utilizar el mapa de temperaturas del 
estado anterior: 𝑇𝑛+1
∗
[𝑖, 𝑗] = 𝑇𝑛[𝑖, 𝑗] 
 
6. Cálculo de los coeficientes de discretización: En este punto, para un caso general deberían 
calcularse todos los coeficientes de discretización (aE, aW, aN, aS, ap, bp), sin embargo, dado 
que el único de estos coeficientes que depende del tiempo es bp, solo será necesario 
calcular éste en este punto del algoritmo, el resto podrán ser calculados en el punto 2 (y en 
el programa desarrollado, lo son). 
 
7. Resolución de la ecuación de discretización: Como ya se ha explicado en el apartado 2.3, 
existen diferentes métodos para la resolución de esta ecuación. En este caso se resolverá 
mediante el solver line by line.  
 
8. Comprobación de la convergencia: En este punto se comprobará la diferencia entre los 
valores de la temperatura en el instante actual y el anterior, en cada punto (i , j) del 
dominio bidimensional, es decir, deberá comprobarse la expresión booleana: 
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max|𝑇𝑛+1[𝑖, 𝑗] − 𝑇𝑛+1
∗
[𝑖, 𝑗]| < 𝛿. Si se cumple este criterio, se procederá con el siguiente 
punto del algoritmo (9), de lo contrario, se deberán actualizar los valores supuestos ( 
𝑇𝑛+1
∗
[𝑖, 𝑗] = 𝑇𝑛+1[𝑖, 𝑗]) y  se volverá al paso número 6. 
 
9. Comprobación del criterio temporal: Se comprueba en que instante de la simulación se 
encuentra el programa. Si se ha llegado al final del lapso de tiempo que se desea simular, el 
programa sigue al siguiente paso (10), de lo contrario, se actualiza el valor de la 
temperatura haciendo 𝑇𝑛[𝑖, 𝑗] = 𝑇𝑛+1[𝑖, 𝑗] y se vuelve al punto 4 del algoritmo. 
 
10. Post proceso: Cálculos finales e impresión de resultados. En el caso particular del programa 
desarrollado, se realizan los cálculos necesarios para calcular la temperatura en los puntos 
deseados (interpolando linealmente con las temperaturas de los nodos más cercanos a 
estos puntos) y se imprimirán los resultados para su posterior representación gráfica. 
 
11. Fin. 
 
3.2.5. Análisis de resultados 
En este apartado de presentarán los resultados obtenidos en la simulación de este ejercicio. En 
primer lugar, cabe destacar que se ha realizado la simulación para una densidad de malla de 
100x150, haciendo un total de 15000 nodos. La precisión del resultado varía en gran medida 
con el número de nodos. Si bien un número mayor de nodos produciría un resultado más 
ajustado, se aumentarían en gran medida el tiempo y el esfuerzo de cálculo, resultando así un 
procedimiento menos práctico para la resolución de un caso tan sencillo. 
 
Figura 6. Mapa de temperaturas obtenido para t=10000/2 s 
Transferencia de calor por conducción 
Joan Pau Vidal Benitez  31 
En la Figura 6 se observa el mapa de temperaturas obtenido con el código desarrollado (Anexo 
A.1), en un instante de tiempo a la mitad del intervalo de 10000 segundos, con las divisiones 
entre los materiales incluidas en la imagen. Podemos observar como la franja inferior se 
mantiene a temperatura constante, y la franja derecha aumenta su temperatura con el 
tiempo, dando al problema su carácter transitorio (nunca se llegará a un estado estacionario si 
la temperatura de esa pared varía linealmente con el tiempo). También se puede ver con 
bastante claridad cómo las propiedades termofísicas de cada material influyen en las 
pendientes de las líneas isotermas. A pesar de posibles pequeños errores de precisión debidos, 
como se ha comentado, al número de nodos, podemos observar como los resultados 
obtenidos son similares a los mostrados en la Figura 7, resultados obtenidos por el CTTC 
(Centre Tecnològic de Transferència de Calor i Massa) de la Universitat Politècnica de 
Catalunya y que pueden ser encontrados en [2]. 
 
Figura 7. Mapa de temperaturas de referencia para t=10000/2 s [2] 
Además de ello se han representado las temperaturas de dos puntos del dominio para ser 
comparados (los puntos (0.65, 0.56) y (0.74, 0.72)) en la Figura 8. Como puede observarse (y es 
lógico a la vista del mapa de temperaturas presentado) el punto más cercano al extremo 
derecho del dominio es el que aumenta su temperatura de forma más rápida. 
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Figura 8. Evolución temporal de la temperatura de dos puntos del dominio
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Capítulo 4 
4. La ecuación de convección-difusión 
Antes de tratar la resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes, es conveniente 
empezar analizando un caso más general, la ecuación de convección-difusión. Esta ecuación, 
formulada más adelante (ecuación (4.1)), pretende resumir las ecuaciones de continuidad, 
conservación de la cantidad de movimiento y conservación de la energía en una sola 
expresión, explicando así el comportamiento de un medio fluido que se transforma por medio 
de estos procesos físicos: la convección y la difusión.  
 
4.1. Formulación 
La ecuación de convección difusión se escribe utilizando unos parámetros genéricos (𝜙, Γ, S) 
que deberán ser evaluados en función de cómo se desee particularizar la expresión, de la 
manera que se observa en la Tabla 4, siendo la ecuación resultante la que se muestra a 
continuación: 
𝜕𝜌𝜙
𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌?⃗⃗?𝜙) = ∇ · (Γ ∇𝜙) + 𝑆 (4.1) 
 
Ecuación 𝜙 𝛤 S 
Continuidad 1 0 0 
Cantidad de movimiento - X u 𝜇 −𝜕𝑝𝑑 𝜕𝑥⁄  
Cantidad de movimiento - Y v 𝜇 −𝜕𝑝𝑑 𝜕𝑦⁄ + 𝜌𝑔𝛽(𝑇 − 𝑇∞) 
Energía ( CP constante) T 𝜆 𝐶𝑃⁄  𝜙 𝐶𝑃⁄  
Tabla 4. Casos particulares de la ecuación de convección-difusión 
Es interesante analizar los diferentes términos de la ecuación y su significado físico: 
 Término transitorio (
𝜕𝜌𝜙
𝜕𝑡
): Indica la variación temporal de la variable de estudio. 
 Término convectivo (∇ · (𝜌?⃗⃗?𝜙)): Corresponde al transporte de la propiedad que se 
estudia por efecto del movimiento del fluido. 
 Término difusivo (∇ · (Γ ∇𝜙)): Indica el cambio en la variable por efecto de los 
gradientes de concentración. 
 Término de fuente (S): Foco de generación o sumidero de la variable de estudio. 
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4.2. Caso de estudio: Convección-difusión 
 
Como estudio previo a tratar la resolución de las ecuaciones de Navier-Stokes a casos más 
complejos, se aplicará la ecuación de convección-difusión a un conjunto de cuatro casos 
relativamente sencillos, con solución conocida, comprobando así la precisión del método 
empleado y de los códigos desarrollados. En este caso de estudio se programará un código 
para resolver los tres primeros problemas, dada la similitud que poseen entre sí, y se 
desarrollará un código separado para el problema de Smith-Hutton. Pese a que estos dos 
programas podrían unirse, se mantendrán separados para mayor claridad.  
Estos casos de ejemplo pueden encontrarse en [3]. 
1. Flujo unidimensional con variación unidimensional de la variable en la dirección del flujo. 
 
 
Figura 9. Caso 1, variación de la variable en la dirección del flujo [3] 
 
Dado el siguiente campo de velocidades, con un valor arbitrario de 𝑈0, se conoce la solución 
analítica de este caso, que sigue una forma exponencial como se muestra en la ecuación (4.21) 
del apartado de análisis de resultados. 
Campo de velocidades: 
{
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑈0
𝑣(𝑥, 𝑦) = 0
 (4.2) 
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2. Flujo unidimensional con variación unidimensional de la variable en la dirección 
perpendicular al flujo. 
 
 
Figura 10. Caso 2, variación de la variable en la dirección perpendicular al flujo [3] 
Este caso es muy similar al anterior en cuanto al código desarrollado para resolverlo. Sólo 
habrá que cambiar el campo de velocidades para obtener el nuevo resultado, que sigue una 
ley lineal como se puede ver en la ecuación (4.22) de la sección de análisis de resultados. 
Campo de velocidades: 
{
𝑢(𝑥, 𝑦) = 0
𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑉0
 (4.3) 
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3. Flujo diagonal. 
 
Figura 11. Caso 3, flujo diagonal [3] 
En este caso el flujo es bidimensional y tiene una solución conocida para el caso en que el flujo 
sigue la diagonal principal del recinto, las condiciones de contorno son las de la figura, y el 
número de Péclet total es infinito (𝑃𝑒 = 𝜌𝑉 𝐿⁄ ). 
Campo de velocidades (con ángulo de la velocidad 𝛼): 
{
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑉0 · cos 𝛼
𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑉0 · sin𝛼
 (4.4) 
  
4. Flujo solenoidal (problema de Smith-Hutton). 
 
Figura 12. Caso 4, el problema de Smith-Hutton [3] 
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El caso de flujo solenoidal o problema de Smith-Hutton es un caso de benchmark, se trata de 
un caso usado para evaluar la precisión del método numérico utilizado, así como de la 
aproximación que se hace a determinados términos de la ecuación de estudio. En este caso, y 
como se verá en el análisis de los resultados, la solución consiste en un conjunto de valores de 
la variable de estudio en determinados puntos discretos del dominio. 
Campo de velocidades: 
{
𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑦(1 − 𝑥2)
𝑣(𝑥, 𝑦) = −2𝑥(1 − 𝑦2)
 (4.5) 
 
Condiciones de contorno: 
{
 
 
 
 
𝜙 = 1 + tanh [(2𝑥 + 1) · 10], −1 < 𝑥 < 0          𝑦 = 0 (𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎)
𝜙 = 1 − tanh  [10] , 𝑥 = −1                  0 < 𝑦 < 1
𝜙 = 1 − tanh  [10] ,     − 1 < 𝑥 < 1                  𝑦 = 1
𝜙 = 1 − tanh  [10] ,           𝑥 = 1                 0 < 𝑦 < 1
                              𝜕𝜙 𝜕𝑦⁄ = 0,            0 < 𝑥 < 1                 𝑦 = 0 (𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎)
 
 (4.6) 
  
4.2.1. Hipótesis de trabajo 
Antes de proceder con la discretización de la ecuación es adecuado analizar las hipótesis que 
se harán para trabajar con ella, ya que van a influir en el proceso. Estas hipótesis limitarán en 
gran parte la variedad de casos que podrán ser simulados con los códigos desarrollados 
utilizando este procedimiento. Salvo que se mencione lo contrario, las hipótesis que se 
tomarán para el presente estudio son las siguientes: 
 Estudio bidimensional y estacionario. 
 Flujo laminar e incompresible. 
 Fluido Newtoniano. 
 Hipótesis de Boussinesq: propiedades termofísicas constantes excepto en el término 
de fuerzas másicas (𝜌𝑔𝛽(𝑇 − 𝑇∞)). 
 Disipación viscosa despreciable. 
 Trabajo de expansión o compresión despreciable. 
 Medio transparente a la radiación. 
 Medio mono-componente y monofásico. 
 Para el presente estudio se tomará S=0 por simplicidad y para ajustarse a los casos de 
estudio. 
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4.2.2. Discretización del dominio 
Para los tres primeros ejercicios se ha escogido una malla en la que los nodos están situados 
en los centros de los volúmenes de control y, para evaluar mejor el valor de la variable de 
estudio, se han añadido volúmenes de control sin superficie en las caras de los volúmenes de 
control exteriores tal como se puede observar en la Figura 13.  
 
Figura 13. Discretización del dominio para los casos 1 a 3 
El concepto de volúmenes de control sin superficie permite establecer de manera más precisa 
las condiciones en el contorno del dominio, puesto que por no tener superficie, el nodo está 
situado exactamente en el contorno. Además cada uno de estos nodos no se relaciona con los 
nodos que tiene a los lados, ya que la superficie de contacto no existe. 
Por simplicidad en el momento de programar el problema de Smith-Hutton, se ha optado por 
una malla simple con nodos en los centros de los volúmenes de control. Además, debido a la 
geometría particular de este problema, el dominio se dividirá horizontalmente en dos partes, 
de manera que aseguremos que para x=0 hay siempre la cara entre dos nodos como muestra 
la Figura 14. 
 
Figura 14. Discretización de dominio para el problema de Smith-Hutton 
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4.2.3. Discretización de las ecuaciones 
Procediendo como en el capítulo 3, se discretizará la ecuación de convección-difusión con 
intención de aplicarla a cada volumen de control del dominio estudiado en cada caso. Así pues, 
teniendo en cuenta las hipótesis anteriores, serán eliminados los términos considerados nulos 
y se reorganizará la ecuación de la manera más conveniente, obteniendo así la siguiente 
expresión: 
∇ · (𝜌?⃗⃗?𝜙 − Γ ∇𝜙) = 0 (4.7) 
 
Por comodidad se realizará un cambio de variable. Tomando 𝐽 =  𝜌?⃗⃗?𝜙 − Γ∇𝜙 se obtiene: 
𝜕𝐽𝑥
𝜕𝑥
+
𝜕𝐽𝑦
𝜕𝑦
= 0 (4.8) 
E, integrando esta ecuación sobre un volumen de control bidimensional: 
∫
𝜕𝐽𝑥
𝜕𝑥
𝑒
𝑤
𝑑𝑥 + ∫
𝜕𝐽𝑦
𝜕𝑦
𝑛
𝑠
𝑑𝑦 = 0 (4.9) 
 
𝐽𝑒 − 𝐽𝑤 + 𝐽𝑛 − 𝐽𝑠 = 0 (4.10) 
 
Deshaciendo el cambio de variable y aproximando los gradientes de 𝜙 como en el caso de 
estudio del capítulo 3: 
𝜌𝑢𝑒𝜙𝑒 − Γ𝑒
𝜙𝐸 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝐸
𝑆𝑒 − 𝜌𝑢𝑤𝜙𝑤 + Γ𝑤
𝜙𝑃 − 𝜙𝑊
𝑑𝑃𝑊
𝑆𝑤 + 𝜌𝑣𝑛𝜙𝑛 − Γ𝑛
𝜙𝑁 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝑁
𝑆𝑛
− 𝜌𝑢𝑠𝜙𝑠 + Γ𝑠
𝜙𝑃 − 𝜙𝑆
𝑑𝑃𝑆
𝑆𝑠 = 0 
(4.11) 
 
Ahora se deberá obtener una forma de evaluar el valor de 𝜙 en las caras de los volúmenes de 
control para los términos 𝜌𝑢𝑖𝜙𝑖 . Para ello se utilizará uno de los esquemas numéricos 
presentados en el capítulo 2, en este caso se empleará un esquema de diferencia exponencial 
(EDS) para obtener una buena precisión en los tres primeros ejercicios, y un esquema Upwind 
(UDS) para el problema de Smith-Hutton, ya que proporciona una mayor estabilidad. De esta 
manera, se obtendrá una relación entre el valor de 𝜙 en la cara del volumen y su valor en los 
nodos adyacentes: 
𝜙𝑒 − 𝜙𝑃
𝜙𝐸 −𝜙𝑃
= 𝛼𝑒              →                   𝜙𝑒 = 𝛼𝑒(𝜙𝐸 − 𝜙𝑃) + 𝜙𝑃 (4.12) 
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𝜙𝑤 − 𝜙𝑊
𝜙𝑃 − 𝜙𝑊
= 𝛼𝑤              →                   𝜙𝑤 = 𝛼𝑤(𝜙𝑃 − 𝜙𝑊) + 𝜙𝑊 (4.13) 
 
Donde el valor del parámetro 𝛼𝑖 dependerá del esquema numérico utilizado (véase capítulo 2). 
Además, 𝜙𝑛 se evalúa como 𝜙𝑒 y 𝜙𝑠 se evalúa como 𝜙𝑤. Sustituyendo en la ecuación (4.11) y 
simplificando términos, se obtiene: 
𝜌𝑢𝑒[𝛼𝑒𝜙𝐸 + 𝜙𝑃(1 − 𝛼𝑒)] − 𝛤𝑒 (
𝜙𝐸 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝐸
)𝑆𝑒 − 𝜌𝑢𝑤[𝜙𝑊(1 − 𝛼𝑤) + 𝛼𝑤𝜙𝑃]
+ 𝛤𝑤 (
𝜙𝑃 − 𝜙𝑊
𝑑𝑃𝑤
)𝑆𝑤 +  𝜌𝑣𝑛[𝛼𝑛𝜙𝑁 + 𝜙𝑃(1 − 𝛼𝑛)]
− 𝛤𝑛 (
𝜙𝑁 − 𝜙𝑃
𝑑𝑃𝑁
)𝑆𝑛 − 𝜌𝑣𝑠[𝜙𝑆(1 − 𝛼𝑠) + 𝛼𝑠𝜙𝑃] = 0 
(4.14) 
 
 
De igual manera que en el capítulo 3, se deberán agrupar los términos de la ecuación para 
obtener una expresión de la forma: 
𝑎𝑃𝜙𝑃 = 𝑎𝐸𝜙𝐸 + 𝑎𝑊𝜙𝑊 + 𝑎𝑁𝜙𝑁 + 𝑎𝑆𝜙𝑆 (4.15) 
 
Obteniendo así los siguientes coeficientes: 
𝑎𝐸 =
𝛤𝑒𝑆𝑒
𝑑𝑃𝐸
− 𝜌𝑢𝑒𝛼𝑒 (4.16) 
 
𝑎𝑊 = 𝜌𝑢𝑤(1 − 𝛼𝑤) +
𝛤𝑤𝑆𝑤
𝑑𝑃𝑊
 (4.17) 
 
𝑎𝑁 =
𝛤𝑛𝑆𝑛
𝑑𝑃𝑁
− 𝜌𝑣𝑛𝛼𝑛 (4.18) 
 
𝑎𝑆 = 𝜌𝑢𝑠(1 − 𝛼𝑠) +
𝛤𝑠𝑆𝑠
𝑑𝑃𝑆
 (4.19) 
 
𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 + 𝜌(𝑢𝑒 − 𝑢𝑤 + 𝑣𝑛 − 𝑣𝑠) (4.20) 
 
Los nodos situados en las fronteras del dominio tendrán valores impuestos en función de sus 
condiciones de contorno, que pueden ser vistas en la descripción de cada caso. 
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 Nodos con condición de contorno de Dirichlet. Si el valor de la variable es conocido en 
este nodo, se forzarán los valores de los coeficientes de manera que la ecuación (4.15) 
resulte 𝜙𝑃 = 𝜙𝑐𝑜𝑛𝑡𝑜𝑟𝑛𝑜. 
 Nodos con condición de contorno de Neumann. Si el valor de la derivada de 𝜙 en ese 
punto es nulo, se forzarán los valores de los coeficientes de manera que el valor de 𝜙 
en cada nodo sea igual a su valor en el nodo adyacente correspondiente. 
4.2.4. Algoritmo de resolución 
El código desarrollado para resolver este problema (y que se puede encontrar en formato 
digital en el Anexo A.2) sigue un algoritmo de la siguiente forma: 
1. Introducción de datos: 
 Datos físicos: Propiedades físicas del problema. 
 Datos numéricos: Parámetros propios del método numérico, número de nodos para 
la discretización, criterio de convergencia (δ),… 
 
2. Pre-proceso: Cálculos previos asociados a la geometría, generación de la malla y cálculos 
independientes del resultado en general.  
 
3. Mapa inicial de 𝝓: Asignación del valor de la variable de estudio para cada nodo, valor con 
el que se llevará a cabo la primera iteración. Si se conoce el orden de magnitud del valor 
final, se puede reducir el tiempo de cálculo con un mapa inicial aproximado. Así, para la 
primera iteración: 𝜙∗[𝑖, 𝑗] = 𝜙0[𝑖, 𝑗]  
 
4. Cálculo de los coeficientes de discretización: En este punto, se calcularán todos los 
coeficientes de discretización (aE, aW, aN, aS, ap, 𝑏𝑃), y en particular, los de las condiciones 
de contorno. 
 
5. Resolución de las ecuaciones de discretización: Se resolverá la ecuación de discretización 
para la variable de estudio, mediante un solver Gauss-Seidel en los tres primeros ejercicios 
y mediante un solver line by line en el problema de Smith-Hutton.  
 
6. Comprobación de la convergencia: En este punto se comprobará la diferencia entre los 
valores de la variable 𝜙 en cada punto del dominio con el obtenido en la iteración previa, es 
decir, deberá comprobarse la expresión booleana: max|𝜙[𝑖, 𝑗] − 𝜙∗[𝑖, 𝑗]| < 𝛿. Si se cumple 
este criterio, se procederá con el siguiente punto del algoritmo (7), de lo contrario, se 
deberán actualizar los valores supuestos ( 𝜙∗[𝑖, 𝑗] = 𝜙[𝑖, 𝑗]) y  se volverá al paso número 4. 
 
La ecuación de convección-difusión 
Joan Pau Vidal Benitez  42 
7.  Post proceso: Cálculos finales e impresión de resultados con el formato adecuado para su 
comparación con casos  
 
8.  Fin. 
4.2.5. Análisis de resultados 
1. Flujo unidimensional con variación unidimensional de la variable en la dirección del flujo. 
La solución para este primer caso es una función exponencial para cualquier valor de la 
velocidad del flujo 𝑈0. Si el esquema numérico que se usa es el Exponential Difference Scheme 
(EDS) como en este caso, el resultado numérico debe corresponderse perfectamente con el 
resultado teórico, que sigue la ecuación: 
𝜙 − 𝜙0
𝜙𝐿 − 𝜙0
=
𝑒
𝑃𝑒·𝑥
𝐿 − 1
𝑒𝑃𝑒 − 1
 (4.21) 
 
Donde Pe es el número adimensional de Péclet (evaluado con la longitud 𝐿, 𝑃𝑒 = 𝜌𝑢𝐿/Γ ). 
Como se puede ver en la ecuación (4.21), el resultado depende fuertemente del número de 
Péclet, que relaciona la importancia de la convección de un fluido frente a su difusión (ya sea 
difusión térmica o másica como es el caso). De esta manera, se obtienen diferentes resultados, 
que se identifican con las condiciones reales del caso a través de este número adimensional 
(Figura 15). 
 
Figura 15. Solución del caso 1 en función del número adimensional Pe 
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2. Flujo unidimensional con variación unidimensional de la variable en la dirección 
perpendicular al flujo. 
Este caso es muy similar al primero, con la excepción de que en este caso la solución sigue una 
función lineal (ecuación (4.22)), y debe coincidir perfectamente con los resultados obtenidos 
mediante simulación independientemente del esquema numérico utilizado y de la densidad de 
la malla. Además, esta solución no depende del número de Péclet, obteniendo siempre un 
gráfico similar al que se observa en la Figura 16. 
𝜙 = 𝜙0 +
𝜙𝐿 −𝜙0
𝐿
𝑥 (4.22) 
 
 
Figura 16. Solución del caso 2, variación lineal de Phi(x) 
3. Flujo diagonal. 
En este caso, al contrario que en los dos primeros, se tienen condiciones de contorno de 
Dirichlet en todas las paredes. Para este caso, si el flujo tiene la dirección de la diagonal 
principal del dominio, la solución es conocida para un número de Péclet infinito (es decir 
convección pura, la propiedad se transporta sin difusión en la dirección del flujo) y 
corresponde a 𝜙 = 𝜙1 por encima de la diagonal, y 𝜙 = 𝜙2 por debajo.  
Ya que no es posible evaluar el caso 𝑃𝑒 = ∞  en el ordenador, se ha estudiado el 
comportamiento del sistema a medida que aumenta el Pe. 
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Figura 17. Comportamiento del sistema para Pe=1, Pe=100 y Pe=1000 
 
Como se puede ver en la Figura 17 el comportamiento es el esperado. Además, este caso es 
muy sensible a la densidad de la malla. Para mallas muy gruesas se produce el fenómeno 
conocido como “falsa difusión” o “difusión numérica”, es decir, el medio parece tener una 
difusividad más alta de la que realmente tiene (como si el número de Péclet fuera menor de lo 
que es en realidad). El efecto de la difusión numérica no depende exclusivamente de la malla, 
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también aparece cuando el esquema numérico empleado para la evaluación de la variable en 
las caras de los volúmenes de control la introduce. Por ejemplo, esquemas de tipo Upwind  
generan este efecto, mientras que el esquema CDS lo evita.  
En la Figura 18 se puede ver cómo a medida que se hace más fina la malla, se obtiene un 
resultado más próximo al ideal.  
 
 
 
Figura 18. Reducción de la difusión numérica por grosor de malla 
 
4. Flujo solenoidal (problema de Smith-Hutton). 
El problema de Smith-Hutton es utilizado habitualmente como benchmark porque muestra de 
manera muy eficaz la efectividad del esquema numérico y la malla utilizados. Puesto que no 
hay un resultado analítico para este caso, se compararán los valores con los obtenidos en una 
simulación ideal que puede ser encontrada en [3], obteniendo así la Tabla 5.  
En dicha tabla se comparan los valores para diferentes valores del parámetro 𝜌/Γ, que actúa 
como el número de Péclet, evaluando los efectos de la difusión frente a la convección. 
Además, para las simulaciones del presente estudio se han utilizado diferentes densidades de 
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malla, para obtener resultados lo más cercanos posible al caso ideal, de esta manera, para 
𝜌 Γ⁄ = 10 se ha empleado una malla de 200x100, y para 𝜌 Γ⁄ = 103 y 𝜌 Γ⁄ = 106 una malla de 
1400x700 nodos.  
En la Tabla 5 se muestra también el error relativo cometido por la simulación. Debido a la 
densidad de malla, el error cometido en el caso 𝜌 Γ⁄ = 10 es notablemente mayor que en los 
demás casos. Los valores subrayados corresponden a errores que se ven fuertemente 
aumentados por el pequeño orden de magnitud del valor que se intenta medir. 
 
Posición X 
ρ/Γ = 10 (200x100) ρ/Γ = 1e3 (1400x700) ρ/Γ = 1e6 (1400x700) 
Ideal Sim. εr (%) Ideal Sim. εr (%) Ideal Sim. εr (%) 
0 1.989 1.7797 10.522 2 1.9996 0.019 2 2.000 0.000 
0.1 1.402 1.3585 3.104 1.999 1.9992 0.008 2 2.000 0.000 
0.2 1.146 1.1162 2.597 1.9997 1.9997 0.001 2 2.000 0.001 
0.3 0.946 0.9228 2.450 1.985 1.9879 0.145 1.999 1.999 0.007 
0.4 0.775 0.7551 2.570 1.841 1.7899 2.776 1.964 1.937 1.366 
0.5 0.621 0.6040 2.733 0.951 0.9514 0.042 1 0.972 2.808 
0.6 0.48 0.4653 3.057 0.154 0.1708 10.905 0.036 0.059 64.888 
0.7 0.349 0.3365 3.575 0.001 0.0090 797.467 0.001 0.001 17.362 
0.8 0.227 0.2157 4.961 0 0.0002 0.000 0 0.000 0.000 
0.9 0.111 0.1008 9.174 0 0.0000 0.000 0 0.000 0.000 
1 0 0.0000 0.000 0 0.0000 0.000 0 0.000 0.000 
Tabla 5. Comparación de los resultados obtenidos y estudio del error relativo [3] 
 
Los resultados de la Tabla 5 pueden verse de manera gráfica en la Figura 19. Esta figura ilustra 
muy claramente cómo a medida que aumenta el Péclet, la distribución de la variable 𝜙 a la 
salida (Outlet) tiende a la simetría con su distribución en la entrada (Inlet), cuya expresión 
podemos encontrar en el apartado 4.2. Esto es debido, por supuesto, al aumento de la 
importancia de la convección frente a la difusión (que domina en los valores bajos del Péclet) 
de manera que 𝜙 se transporta en la dirección del flujo. Este otro fenómeno puede observarse 
también en la Figura 19. 
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Figura 19. Phi(x) en la salida para diferentes valores de Pe 
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Figura 20. Evolución del sistema a medida que aumenta la influencia de la convección 
  
 
Es también conveniente analizar en este caso práctico el efecto de la densidad de la malla. En 
la Figura 21 se puede ver la magnitud del error cometido empleando una malla demasiado 
gruesa. El cambio observado en la curvatura del perfil de 𝜙 tiende a acercarlo al perfil 
obtenido para un número de Péclet más bajo haciendo posible observar de nuevo el efecto de 
la difusión numérica. En la Figura 21, concretamente para la malla de densidad 100x50, se 
aprecia cómo el perfil obtenido es realmente similar al correspondiente a 𝑃𝑒 = 10 en la Figura 
19.   
 
Por otra parte queda también patente el hecho de que, para cierta densidad de malla, 
aumentar el número de nodos se traduce en un aumento de precisión relativamente pequeño, 
como puede verse en los casos de densidad de malla 1400x700 y 1000x500 de la Figura 21. 
 
Figura 21. Efecto de la densidad de malla para un Péclet constante 
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Capítulo 5 
5. Fractional Step Method 
 
El Fractional Step Method (FSM o método de la proyección) es un procedimiento de resolución 
de las ecuaciones de Navier-Stokes, en régimen incompresible y dependiente del tiempo, 
introducido inicialmente por los trabajos de Chorin [4] y Temam [5]. 
La ventaja clave del FSM consiste en que los cálculos de la velocidad y la presión se realizan de 
manera desacoplada, es decir, ninguna de las variables interviene en el cálculo de las otras. 
Para conseguir esto, se calculará el campo de velocidades de manera que cumpla la ecuación 
de cantidad de movimiento sin el término de gradiente de presión, obteniendo así una 
velocidad predicha. Después, se calculará la mínima perturbación mediante el gradiente de 
presiones para que el campo de velocidades cumpla la condición de incompresibilidad.  
 
5.1. Formulación y conceptos  
Se establece como punto de partida la formulación típica de las ecuaciones de Navier-Stokes 
para flujo incompresible. Como se puede deducir fácilmente a partir del capítulo 4, se trata de 
la particularización de la ecuación de convección-difusión para la conservación de cantidad de 
movimiento: 
𝜌
𝜕?⃗⃗?
𝜕𝑡
+ (𝜌?⃗⃗? · ∇)?⃗⃗? = 𝜇∆?⃗⃗? − ∇𝑃 (5.1) 
 
∇ · ?⃗⃗? = 0 (5.2) 
 
Realizando por comodidad el sencillo cambio de variable  𝑅(?⃗?) = −(𝜌?⃗? · ∇)?⃗? + 𝜇Δ?⃗? , la 
ecuación queda finalmente: 
𝜌
𝜕?⃗⃗?
𝜕𝑡
= 𝑅(?⃗⃗?) − ∇𝑃 (5.3) 
 
El objetivo consiste en proyectar la ecuación (5.3) sobre un espacio de divergencia nula 
siguiendo el teorema de Helmholtz-Hodge, de manera que desaparece el término de gradiente 
de presiones: 
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 Teorema de Helmholtz-Hodge: Dado un campo vectorial ?⃗⃗?, definido en un dominio 
cerrado Ω y con condiciones de frontera (𝛿Ω) suaves, se puede descomponer de 
manera única en la suma del gradiente de un campo escalar y un campo vectorial de 
divergencia nula.  
 
?⃗⃗? = ?⃗? + ∇𝜑 (5.4) 
 
Donde 
∇ · ?⃗? = 0           𝑎 ∈ Ω (5.5) 
 
Integrando la ecuación (5.3) en el tiempo mediante un esquema explícito hasta el instante 𝑛 +
1
2
 utilizando el método de extrapolación lineal de Adams-Brashforth (donde interviene el valor 
de la variable en los dos instantes de tiempo anteriores) se obtiene: 
 
𝜌
𝑢𝑛+1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
Δ𝑡
=
3
2
𝑅(𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) −
1
2
𝑅 (𝑢𝑛−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) − ∇𝑃𝑛+1 (5.6) 
 
Mediante la descomposición de Helmholtz-Hodge aplicada al campo de la velocidad, 
obtenemos el campo velocidad predicha como la suma del campo velocidad (de divergencia 
nula, por la ecuación de continuidad) y el gradiente de presión: 
𝑢𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑢𝑛+1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +
Δ𝑡
𝜌
∇𝑃𝑛+1 (5.7) 
 
Pudiendo así transformar la ecuación (5.6) en una nueva ecuación para el campo de velocidad 
predicha independiente de la presión, que será el punto de partida para el cálculo de todas las 
variables: 
𝜌
𝑢𝑝⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
Δ𝑡
=
3
2
𝑅(𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) −
1
2
𝑅 (𝑢𝑛−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 
 
(5.8) 
Aplicando el operador divergencia a la ecuación (5.7) se obtiene una ecuación que permitirá 
calcular el gradiente de presiones: 
∆𝑃𝑛+1 =
𝜌
Δ𝑡
∇ · 𝑢𝑝⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ (5.9) 
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Esta ecuación de Poisson para la presión será el centro del algoritmo de resolución del 
Fractional Step Method, ya que para resolverla será necesario emplear alguno de los solvers 
vistos anteriormente, de manera que la mayoría del tiempo de cálculo será empleado en este 
punto. Una vez resuelta esta ecuación, se podrá calcular finalmente el valor de la velocidad en 
cada nodo en el siguiente instante de cálculo a partir de la ecuación de la descomposición 
inicial: 
𝑢𝑛+1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ −
Δ𝑡
𝜌
∇𝑃𝑛+1 (5.10) 
 
De esta manera se establece el procedimiento a seguir en cada instante de tiempo para 
obtener el valor de la velocidad y el gradiente de presiones en ese mismo instante de tiempo: 
1. Cálculo de la velocidad predicha:  
𝑢𝑝⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ +
Δ𝑡
𝜌
[
3
2
𝑅(𝑢𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) −
1
2
𝑅 (𝑢𝑛−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )] (5.11) 
 
2. Cálculo del gradiente de presiones a partir de la velocidad predicha:  
∆𝑃𝑛+1 =
𝜌
Δ𝑡
∇ · 𝑢𝑝⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ (5.9) 
 
3. Corrección de la velocidad predicha con el campo de presiones para obtener la velocidad 
real que cumple la ecuación de continuidad:  
𝑢𝑛+1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ −
Δ𝑡
𝜌
∇𝑃𝑛+1 (5.10)  
 
5.1.1. Mallas escalonadas 
Si se trata de aplicar el tercer paso del FSM explicado anteriormente a un caso unidimensional 
utilizando una única malla (formulación de malla colocada), después de aplicar diferencias 
finitas a un cierto nodo P para calcular la velocidad en ese punto, se obtiene: 
𝑢𝑛+1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑢𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ −
Δ𝑡
𝜌
(
𝑃𝐸
𝑛+1 − 𝑃𝑊
𝑛+1
2∆𝑥
) (5.12) 
 
Es decir, la aproximación de ∇𝑃𝑛+1 en el nodo P es completamente independiente del valor de 
𝑃𝑃
𝑛+1. Este fenómeno genera graves errores en la solución, y se obtienen valores del campo de 
velocidad completamente erróneos y carentes de sentido físico, como el conocido 
Fractional Step Method 
Joan Pau Vidal Benitez  52 
checkerboard problem, que se produce cuando la solución converge de manera que las 
variables estudiadas toman valores alternos y completamente irreales en todo el dominio. 
Es necesario, por tanto, encontrar un método para relacionar los valores de presión y 
velocidad en el mismo punto del espacio, y es aquí donde aparecen las staggered meshes 
(mallas escalonadas o desplazadas). 
El concepto de staggered mesh consiste en utilizar diferentes mallados para las componentes 
de la velocidad y la presión, obteniendo así un total de tres mallas para la resolución de un 
caso bidimensional. Las mallas para las componentes de la velocidad se generarían 
desplazando la malla correspondiente a la presión en la dirección de cada componente de la 
velocidad, obteniendo un conjunto de mallas como se muestra en la Figura 22. 
 
Figura 22. Staggered mesh 
 
5.1.2. Determinación de Δt 
En cuanto al carácter temporal, el Fractional Step Method es un método explícito. Como se 
explicó en el capítulo 2, un método explícito se basa esencialmente en predecir el estado del 
sistema en un instante de cálculo a partir del estado en el instante anterior.   
Aunque el esquema explícito requerirá por tanto menos potencia de cálculo, tendrá también 
ciertas limitaciones debido al hecho de que predice en lugar de calcular. Estas limitaciones se 
traducen en que, para obtener una predicción precisa, se necesitan incrementos de tiempo 
muy pequeños por tal de que el código no presente inestabilidades y converja en una solución 
correcta. 
Para calcular los incrementos de tiempo (Δt) correctos, se recurre a la condición CFL, dicha 
condición establece que el incremento temporal no debe ser mayor que el tiempo específico 
de los fenómenos físicos de convección y difusión. Por ejemplo, no tendría sentido medir la 
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velocidad de una partícula al atravesar un volumen de control en intervalos de tiempo más 
grandes que el tiempo que tarda la partícula en atravesar dicho volumen. Así, se obtienen las 
ecuaciones del incremento de tiempo convectivo (5.13) y difusivo (5.14), y para cada instante 
de tiempo se deberá aplicar la condición más restrictiva, es decir, la que resulte en un 
incremento de tiempo menor. 
∆𝑡𝑐 = min(
∆𝑥
|𝑢|
· 0.35) (5.13) 
 
∆𝑡𝑑 = min(
𝜌∆𝑥2
𝜇
· 0.2) (5.14) 
 
5.2. Caso de estudio: Driven Cavity 
 
Con el objetivo de llevar a la práctica el Fractional Step Method se ha seleccionado como caso 
de estudio el Driven Cavity. Por sus características, este caso proporcionará una base firme 
para la parte final de este estudio, además de ser un caso sencillo de analizar desde el punto 
de vista teórico, ya que, como se verá en el análisis de resultados, permite observar de manera 
directa el efecto de los diferentes parámetros del caso.  
Este caso consiste en una cavidad bidimensional, de altura y anchura dadas (en este estudio 
particular, cuadrada), completamente ocupada por un fluido newtoniano de propiedades 
físicas conocidas. La pared superior de la cavidad se mueve a una velocidad constante y 
conocida 𝑢 = 𝑢𝑟𝑒𝑓, proporcionando movimiento al sistema. La Figura 23 muestra un esquema 
más visual del caso. 
 
Figura 23. Esquema del caso 
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El presente estudio consiste en la resolución numérica de las variables de velocidad y presión 
presentes en la ecuación de conservación de la cantidad de movimiento, y los resultados 
obtenidos serán comparados con los datos obtenidos por Ghia (y otros autores) en su estudio 
del caso disponible en [6]. Además, se observará y comentará la fenomenología detrás de la 
variación del número de Reynolds, que caracteriza cada caso particular y muestra la 
importancia relativa de los términos convectivo y difusivo de la ecuación.  
 
5.2.1. Hipótesis de trabajo 
Para plantear este caso, se deberá formular una serie de hipótesis. Ya que el código 
desarrollado para la resolución de este caso de estudio sentará la base para la siguiente y 
última fase del estudio, es conveniente elaborar un poco más la explicación de cada hipótesis, 
con el objetivo de entender como limitará al caso final de aplicación: 
 Estudio bidimensional y transitorio. El estudio bidimensional es quizá la hipótesis más 
limitante, ya que la gran mayoría de casos reales presentan una fenomenología 
tridimensional. No obstante, la generalización del presente estudio a un caso 
bidimensional es directa y no debería presentar gran inconveniente. 
 Propiedades físicas constantes. La primera consecuencia directa de este nivel de 
análisis es la imposibilidad de resolver casos de flujo compresible (donde la densidad 
del fluido no se mantiene constante). 
 Flujo laminar. No se tendrá en cuenta para este estudio el régimen turbulento del 
fluido, limitando así el código a la resolución de flujos para un rango de Reynolds 
laminar. 
 Fluido Newtoniano. Se considera que los esfuerzos cortantes son constantes y 
proporcionales al gradiente de la velocidad. Esta hipótesis excluiría ciertos fluidos que 
no la cumplen, como sangre, miel, o pintura entre otros. 
 Medio mono-componente y monofásico. Quedan fuera de rango de estudio casos 
donde intervengan más de un componente, haya un cambio de fase, por ejemplo de 
líquido a gas.  
 
5.2.2. Discretización del dominio 
La discretización del dominio para este caso de estudio presenta diferencias notables respecto 
a las de los casos de estudio de capítulos anteriores. En este caso, no solo será necesario 
emplear una formulación de malla staggered como se explicó anteriormente, sino que 
también es adecuado el uso de una malla condensada en las paredes del dominio, para dar 
una mayor claridad al comportamiento del fluido en contacto con las paredes sólidas. Para 
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ello, se ha recurrido a una formulación de mallado que puede ser encontrada en [7] y se ha 
adaptado ligeramente al código desarrollado para este caso de estudio, obteniendo así la 
expresión (5.15), que proporciona la posición de las caras de los volúmenes de control para la 
malla donde se resolverá la presión: 
𝑥𝑖 =
𝐿
2
(1 + (
tanh (𝛾 ·
2𝑖
𝑁 − 1)
tanh(𝛾)
)) (5.15) 
 
Donde L es la longitud del dominio, N el número total de nodos, y 𝛾 es un parámetro que 
controla la densificación de la malla, 𝛾 = 0 corresponde a malla uniforme y la condensación 
aumenta a medida que lo hace  𝛾 (en este estudio se tomara en general 𝛾 = 2). 
Con esta ecuación se obtiene la malla representada en la Figura 24. De esta manera, para 
situar los nodos de la malla bastará con calcular el punto medio de dos caras consecutivas, y 
para formular las mallas de las componentes vertical y horizontal de la velocidad bastará con 
desplazar la malla de la presión como se observa en la Figura 22. 
 
Figura 24. Malla estructurada no uniforme para cálculo de P, N=80 y 𝛾 = 2 
 
5.2.3. Discretización de las ecuaciones 
Las ecuaciones (5.9)-(5.11) que forman el núcleo del Fractional Step Method deberán ser 
discretizadas como previo paso al desarrollo del código necesario para la simulación del caso 
de estudio. Dado que el FSM es un método explícito en el ámbito temporal por definición, las 
ecuaciones obtenidas en el apartado de formulación están ya discretizadas en el dominio 
Fractional Step Method 
Joan Pau Vidal Benitez  56 
temporal, integradas sobre un intervalo de tiempo Δt. El objetivo es, por tanto, discretizarlas 
en el dominio espacial. 
Para evaluar la primera ecuación del FSM (ecuación (5.11)) será necesario comenzar 
discretizando el término 𝑅(?⃗⃗?) para cada una de las dos componentes de la velocidad. Para la 
componente horizontal 𝑢, se debe integrar la ecuación de 𝑅(𝑢) sobre un volumen de control 
de la malla staggered que corresponde a esta componente de la velocidad, como se indicó en 
la Figura 22: 
 
(5.16) 
 
Realizando la integral y aproximando los valores de las derivadas como se explicó en apartados 
anteriores: 
𝑅(𝑢) =
1
𝑉𝑝
[(𝜇𝑒
𝑢𝐸  − 𝑢𝑃
𝑑𝐸𝑃
 𝐴𝑒 − 𝜇𝑤
𝑢𝑃 − 𝑢𝑊
𝑑𝑊𝑃
 𝐴𝑤 + 𝜇𝑛
𝑢𝑁  − 𝑢𝑃
𝑑𝑁𝑃
 𝐴𝑛
− 𝜇𝑠
𝑢𝑃 − 𝑢𝑆
𝑑𝑆𝑃
 𝐴𝑠 )
− ((𝜌𝑢)𝑒𝑢𝑒𝐴𝑒 − (𝜌𝑢)𝑤𝑢𝑤𝐴𝑤 + (𝜌𝑣)𝑛𝑢𝑛𝐴𝑛 − (𝜌𝑣)𝑠𝑢𝑠𝐴𝑠) ] 
(5.17) 
 
Donde es conveniente prestar atención a la evaluación de los términos convectivos. Dentro de 
cada uno de estos términos, se encuentran la propiedad transportada que se quiere calcular y 
el término de flujo a través de la superficie ((𝜌𝑢𝑒)𝐴𝑒 por ejemplo). Para evaluar la propiedad 
transportada se utilizará uno de los esquemas numéricos explicados en el capítulo 2, en este 
caso se utilizará un esquema CDS para evitar la difusión numérica que podrían introducir otros 
esquemas como el Upwind.  
Por otra parte, para evaluar los términos de flujo en las caras se utilizará una interpolación 
lineal tal como se muestra en la Figura 25: 
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Figura 25. Evaluación del término de flujo para la componente horizontal de la velocidad 
 
Con: 
(𝜌𝑣)𝑛 =
(𝜌𝑣)𝐴𝐴𝐴𝑛 + (𝜌𝑣)𝐵𝐴𝐵𝑛
𝐴𝑛
 (5.18) 
 
(𝜌𝑢)𝑒 =
(𝜌𝑢)𝐸 + (𝜌𝑢)𝑃
2
 (5.19) 
 
Además,  (𝜌𝑢)𝑤 se evaluará como (𝜌𝑢)𝑒 y (𝜌𝑣)𝑠 como (𝜌𝑣)𝑛. 
De manera análoga se discretizará también la ecuación para la componente vertical de la 
velocidad, 𝑣, esta vez en la malla que corresponde a dicha componente, obteniendo así: 
𝑅(𝑣) =
1
𝑉𝑝
[(𝜇𝑒
𝑣𝐸  − 𝑣𝑃
𝑑𝐸𝑃
 𝐴𝑒 − 𝜇𝑤
𝑣𝑃 − 𝑣𝑊
𝑑𝑊𝑃
 𝐴𝑤 + 𝜇𝑛
𝑣𝑁  − 𝑣𝑃
𝑑𝑁𝑃
 𝐴𝑛
− 𝜇𝑠
𝑣𝑃 − 𝑣𝑆
𝑑𝑆𝑃
 𝐴𝑠 )
− ((𝜌𝑢)𝑒𝑣𝑒𝐴𝑒 − (𝜌𝑢)𝑤𝑣𝑤𝐴𝑤 + (𝜌𝑣)𝑛𝑣𝑛𝐴𝑛 − (𝜌𝑣)𝑠𝑣𝑠𝐴𝑠) ] 
(5.20) 
 
 Deberá procederse de manera análoga a como se hizo para la componente horizontal a la 
hora de evaluar el término convectivo, con un esquema CDS para evaluar la propiedad 
transportada (en este caso 𝑣) en las caras, y una interpolación para la evaluación del término 
de flujo en las caras de acuerdo con el siguiente esquema: 
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Figura 26. Evaluación del término de flujo para la componente vertical de la velocidad  
Con: 
(𝜌𝑢)𝑒 =
(𝜌𝑢)𝐴𝐴𝐴𝑒 + (𝜌𝑢)𝐵𝐴𝐵𝑒
𝐴𝑒
 (5.21) 
 
(𝜌𝑣)𝑛 =
(𝜌𝑣)𝑁 + (𝜌𝑣)𝑃
2
 (5.22) 
 
Y, de nuevo, se calculará (𝜌𝑢)𝑤 como se ha hecho con (𝜌𝑢)𝑒, y (𝜌𝑣)𝑠 de la misma manera que 
(𝜌𝑣)𝑛. 
Ya discretizada la primera ecuación y calculados los valores de la velocidad predicha en cada 
dirección, será necesario preparar la ecuación (5.9) para su resolución discreta. 
Partiendo de la ecuación tal y como se escribió en el apartado de formulación, se integrará 
sobre un volumen de control genérico de la malla específica para la presión: 
 
(5.23) 
  
Aplicando el teorema de Gauss:  
 
 
(5.24) 
 
Discretizando las derivadas como se ha hecho anteriormente y empleando el mismo 
tratamiento para el segundo término que en la ecuación (5.11) se llega a la expresión: 
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𝑃𝐸
𝑛+1 − 𝑃𝑃
𝑛+1 
𝑑𝐸𝑃
𝐴𝑒 − 
𝑃𝑃
𝑛+1 − 𝑃𝑊
𝑛+1 
𝑑𝑊𝑃
𝐴𝑤 +
𝑃𝑁
𝑛+1 − 𝑃𝑃
𝑛+1 
𝑑𝑁𝑃
𝐴𝑛 − 
𝑃𝑃
𝑛+1 − 𝑃𝑆
𝑛+1 
𝑑𝑆𝑃
𝐴𝑠
=
1
∆𝑡
[(𝜌𝑢𝑃)𝑒𝐴𝑒 − (𝜌𝑢
𝑃)𝑤𝐴𝑤 + (𝜌𝑣
𝑃)𝑛𝐴𝑛 − (𝜌𝑣
𝑃)𝑠𝐴𝑠] 
(5.25) 
 
En esta última ecuación se hace patente la necesidad de un solver, ya que el valor de la presión 
en un nodo para el instante de tiempo actual 𝑃𝑃
𝑛+1 depende del valor de la presión en los 
nodos adyacentes. Por su eficiencia, se ha escogido un solver line by line para la resolución de 
esta ecuación. Con el objetivo de facilitar su tratamiento computacional, se agruparán los 
términos de la ecuación anterior de la siguiente manera: 
𝑎𝑃𝑃𝑃
𝑛+1 = 𝑎𝐸𝑃𝐸
𝑛+1 + 𝑎𝑊𝑃𝑊
𝑛+1 + 𝑎𝑁𝑃𝑁
𝑛+1 + 𝑎𝑆𝑃𝑆
𝑛+1 + 𝑏𝑃 (5.26) 
 
Donde: 
𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 (5.27) 
 
𝑎𝐸 =
𝐴𝑒
𝑑𝐸𝑃
        𝑎𝑊 =
𝐴𝑤
𝑑𝑃𝑊
 
(5.28)    (5.29) 
     
𝑎𝑁 =
𝐴𝑛
𝑑𝑃𝑁
       𝑎𝑆 =
𝐴𝑠
𝑑𝑃𝑆
 (5.30)    (5.31) 
 
𝑏𝑃= −
1
∆𝑡
[(𝜌𝑢𝑃)𝑒𝐴𝑒 − (𝜌𝑢
𝑃)𝑤𝐴𝑤 + (𝜌𝑣
𝑃)𝑛𝐴𝑛 − (𝜌𝑣
𝑃)𝑠𝐴𝑠] (5.32) 
 
Una vez resuelta la ecuación de Poisson de la presión en cada nodo, el siguiente y último paso 
del FSM consiste en corregir el valor de la velocidad predicha en cada dirección mediante el 
gradiente del campo de presiones calculado según la ecuación (5.10). 
Para discretizar esta ecuación tan solo será necesario particularizarla para cada componente 
de la velocidad y discretizar el término de gradiente de presiones como ya se vio 
anteriormente. 
Para la componente horizontal de la velocidad (𝑢) se obtiene: 
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Figura 27. Cálculo de la componente horizontal de la velocidad (u) 
 
𝑢𝑃
𝑛+1 = 𝑢𝑃
𝑃 −  
∆𝑡
𝜌
𝑝𝐵
𝑛+1 − 𝑝𝐴
𝑛+1 
𝑑𝐵𝐴
 (5.33) 
 
Y, para la componente vertical (𝑣): 
 
 
Figura 28. Cálculo de la componente vertical de la velocidad (v) 
 
𝑣𝑃
𝑛+1 = 𝑣𝑃
𝑃 −  
∆𝑡
𝜌
𝑝𝐴
𝑛+1 − 𝑝𝐵
𝑛+1 
𝑑𝐴𝐵
 (5.34) 
 
Mediante las ecuaciones (5.17) y (5.20) estableceremos las condiciones de contorno de la 
velocidad en los límites del dominio (todas del tipo de Dirichlet), tal como se puede ver en la 
Figura 23. De esta manera, será necesario imponer ciertos parámetros para estas ecuaciones 
en los nodos singulares de cada malla. Puede usarse como referencia visual la Figura 22. 
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Así, para la malla de la componente horizontal de la velocidad (𝑢), se tendrán los siguientes 
nodos singulares: 
 Nodos laterales. Los nodos del inicio y el final de cada fila de la malla 𝑢 se encuentran 
situados directamente sobre las paredes laterales del dominio. Siguiendo la condición 
de contorno establecida, se establecerá en la ecuación (5.11) que la velocidad predicha 
para estos nodos será siempre la última calculada y esta, a su vez, será impuesta nula 
mediante la ecuación (5.33).  
 
 Nodos superiores. Estos nodos no están situados directamente sobre la pared superior 
del dominio, de manera que la velocidad impuesta 𝑢𝑟𝑒𝑓 pertenece solo a la cara 
superior del volumen de control. De este modo, para resolver la ecuación (5.17) sobre 
el nodo, deberá modificarse el término difusivo 𝜇𝑛
𝑢𝑁 −𝑢𝑃
𝑑𝑁𝑃
 𝐴𝑛  para que la 
aproximación de la derivada sea realizada entre la cara superior y el nodo, resultando 
en 𝜇𝑛
 𝑢𝑟𝑒𝑓−𝑢𝑃
𝑑𝑛𝑃
 𝐴𝑛.  
Por otra parte, dado que evidentemente el flujo de fluido por la cara superior del 
dominio es nulo (no hay fluido saliendo de la cavidad, se conserva la cantidad global de 
masa) se establecerá directamente (𝜌𝑣)𝑛𝑢𝑛𝐴𝑛 = 0.  
 
 Nodos inferiores. El tratamiento es análogo al de los nodos superiores, donde en lugar 
de 𝑢𝑟𝑒𝑓, la velocidad horizontal en esa cara es nula. 
Para la malla de la componte vertical (𝑣), el cambio: 
 Nodos laterales. Tendrán el mismo tratamiento que los nodos inferiores de la malla 𝑢, 
modificando los términos convectivos para que se evalúen entre la cara y el nodo en 
lugar de entre dos nodos, y estableciendo velocidad nula en la cara.  
 
 Nodos superiores e inferiores. Estos nodos están situados sobre las caras superior e 
inferior del dominio respectivamente, de manera que reciben un tratamiento análogo 
al de los nodos laterales de la malla 𝑢, imponiendo y manteniendo velocidad nula en 
estos nodos durante toda la simulación. 
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5.2.4. Algoritmo de resolución 
A causa de la dificultad añadida por el FSM, el algoritmo que sigue el código desarrollado para 
la resolución del caso Driven Cavity presenta notables diferencias en relación con los 
algoritmos vistos anteriormente. 
1. Introducción de datos: 
 Datos físicos: Propiedades físicas del problema. 
 Datos numéricos: Parámetros propios del método numérico, número de nodos para 
la discretización, criterio de convergencia (δ),… 
 
2. Pre-proceso: Cálculos previos asociados a la geometría, generación de la malla y cálculos 
independientes del resultado en general.  
 
3. Mapas iniciales: Asignación de los mapas iniciales de P, 𝑢 y 𝑣 que el programa utilizará para 
la primera iteración. Debido a que las ecuaciones (5.17) y (5.20) necesitan información de 
más de un estado de tiempo, se establecerán los mapas iniciales para todos los instantes 
necesarios. 
 
4. Incremento de tiempo: En este paso se calculará el valor de Δt en función del valor que 
toman ambas componentes de la velocidad, tal como se explicó en el apartado 5.1.2. 
Además, se incrementara el instante de tiempo, haciendo 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + ∆𝑡 y se actualizará 
el valor de los campos de velocidad de los instantes de tiempo anteriores. 
 
5. Cálculo de la velocidad predicha: Se calculará el valor predicho de cada componente de la 
velocidad según la ecuación(5.11), calculando previamente los valores de 𝑅(𝑢) y 𝑅(𝑣). 
 
6. Cálculo de los coeficientes de discretización: 𝑎𝑁 , 𝑎𝑆 , 𝑎𝐸 , 𝑎𝑊, 𝑎𝑃  𝑏𝑝. 
 
7. Resolución de la ecuación de Poisson: Se resolverá la ecuación mediante un solver line by 
line para encontrar el valor del campo de presiones en cada nodo, empezando con un valor 
supuesto para la presión, 𝑃∗[𝑖, 𝑗], que para cada instante de tiempo tomará el último valor 
calculado en el instante de tiempo anterior.  
 
8. Comprobación de la convergencia: En este punto se comprobará la diferencia entre los 
valores de la presión en cada punto del dominio con el obtenido en la iteración previa, es 
decir, deberá comprobarse la expresión booleana: max|𝑃[𝑖, 𝑗] − 𝑃∗[𝑖, 𝑗]| < 𝛿. Si se cumple 
este criterio, se procederá con el siguiente punto del algoritmo (9), de lo contrario, se 
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deberán actualizar los valores supuestos ( 𝑃∗[𝑖, 𝑗] = 𝑃[𝑖, 𝑗]) y  se volverá al paso número 7.  
 
9. Cálculo de la velocidad: Con los valores de la presión calculados en el punto 8 y mediante 
las ecuaciones (5.33) y (5.34), se calculará el valor de las componentes de la velocidad en 
sus respectivas mallas.  
 
10. Comprobación del criterio temporal: En este caso la condición para acabar la simulación 
consiste en comprobar que el sistema ha llegado a un estado estacionario, para ello se 
evaluará la siguiente condición: |?⃗⃗?[𝑖, 𝑗]𝑛+1 − ?⃗⃗?[𝑖, 𝑗]𝑛| < 𝜀 para cada componente de la 
velocidad en cada punto de su respectiva malla.  
Si el sistema llega a estado estacionario se continúa al punto 11 del algoritmo, de lo 
contrario se regresa al punto 4 para repetir el proceso. 
 
11. Post proceso: Cálculos finales e impresión de resultados con el formato adecuado para su 
comparación con el caso de benchmark. 
 
12. Fin. 
 
5.2.5. Análisis de resultados 
Utilizando el código disponible en el Anexo A4 se simularán los casos que se pueden encontrar 
en [6] y se compararán los resultados obtenidos con los de ese mismo estudio, con el objetivo 
de verificar el correcto funcionamiento del código propio. Los casos analizados por los autores 
de [6] comprenden valores del Reynolds entre 100 y 10000, mientras que en el presente 
análisis el límite superior del número de Reynolds será 5000. Esto es debido al hecho de que, a 
causa de las limitaciones en la potencia de cálculo de la época en que fue escrito el artículo, el 
esquema numérico utilizado en la referencia es un UDS (Upwind Difference Scheme) en lugar 
del CDS utilizado en el presente estudio. Como ya se ha comentado anteriormente, el uso del 
UDS causa la aparición de la difusión numérica, de manera que el flujo se comporta como si la 
simulación se realizara para un valor menor del Reynolds.  
De esta manera, empleando un UDS se encuentra que el flujo llega a un régimen turbulento 
para 𝑅𝑒 ≈ 10 000 en lugar de 𝑅𝑒 ≈ 6000 como sucede utilizando un CDS sin falsa disipación 
de energía.  
Por tal de mantener el análisis lo más conciso posible se mostrarán tan solo los casos que 
suponen los extremos del intervalo, 𝑅𝑒 = 100 y 𝑅𝑒 = 5000, siendo además los casos con 
mayor y menor precisión respectivamente, y se comentará la evolución del sistema entre 
ambos. 
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Las tablas Tabla 6 y Tabla 7 muestran la comparación entre los resultados obtenidos con el 
código desarrollado en el Anexo A4 y los resultados obtenidos en [6] para los valores 
mencionados del Reynolds.  
Los valores de ambas tablas corresponden al estado estacionario del fluido, para la línea 
vertical central (𝑥 = 0.5) en el caso de la componente horizontal de la velocidad (𝑢) y para la 
línea horizontal central (𝑦 = 0.5) en el caso de la componente vertical (𝑣). 
 
𝑦 𝑢𝑏𝑒𝑛𝑐ℎ 𝑢𝑐𝑜𝑑𝑒  𝜀𝑟  (%) 𝑥 𝑣𝑏𝑒𝑛𝑐ℎ 𝑣𝑐𝑜𝑑𝑒 𝜀𝑟(%) 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0.0547 -0.03717 -0.03700 0.4494 0.0625 0.09223 0.09321 1.0669 
0.0628 -0.04192 -0.04161 0.7375 0.0703 0.10091 0.10156 0.6481 
0.0703 -0.04775 -0.4611 3.4361 0.0781 0.1089 0.10932 0.3884 
0.1016 -0.06434 -0.06334 1.5593 0.0938 0.12317 0.12320 0.0232 
0.1719 -0.1015 -0.09948 1.9896 0.1563 0.16077 0.15891 1.1575 
0.2813 -0.15662 -0.15439 1.4269 0.2266 0.17507 0.17153 2.0202 
0.4531 -0.2109 -0.20991 0.4710 0.2344 0.17527 0.17166 2.0609 
0.5 -0.20581 -0.20506 0.3664 0.5 0.005454 0.04902 10.1128 
0.6172 -0.13641 -0.13641 1.6556 0.8047 -0.24533 -0.24624 0.3725 
0.7344 0.00332 0.008517 156.5313 0.8594 -0.22445 -0.22262 0.8149 
0.8516 0.23151 0.24596 6.2434 0.9063 -0.16914 -0.16629 1.6829 
0.9531 0.68717 0.70313 2.3232 0.9453 -0.10313 -0.10067 2.3809 
0.9609 0.73722 0.75171 1.9661 0.9531 -0.08864 -0.08634 2.5917 
0.9688 0.78871 0.80211 1.6990 0.9609 -0.07391 -0.07180 2.8493 
0.9766 0.84123 0.85268 1.3615 0.9688 -0.05906 -0.05695 3.5696 
1 1 1 0 1 0 0 0 
Tabla 6. Comparación de velocidades para Re=100 
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𝑦 𝑢𝑏𝑒𝑛𝑐ℎ 𝑢𝑐𝑜𝑑𝑒  𝜀𝑟  (%) 𝑥 𝑣𝑏𝑒𝑛𝑐ℎ 𝑣𝑐𝑜𝑑𝑒 𝜀𝑟(%) 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0.0547 -0.41165 -0.41305 0.339268 0.0625 0.42447 0.425852 0.325564 
0.0628 -0.42901 -0.42891 0.023476 0.0703 0.43329 0.433689 0.092173 
0.0703 -0.43643 -0.43645 0.004752 0.0781 0.43648 0.436229 0.057553 
0.1016 -0.40435 -0.40561 0.312622 0.0938 0.42951 0.428213 0.301981 
0.1719 -0.3305 -0.31892 3.502849 0.1563 0.35368 0.345101 2.425736 
0.2813 -0.22855 -0.21222 7.14402 0.2266 0.28066 0.266589 5.013503 
0.4531 -0.07404 -0.05867 20.76145 0.2344 0.2728 0.258151 5.369866 
0.5 -0.03039 -0.01795 40.93452 0.5 0.00945 -0.00034 103.5857 
0.6172 0.08183 0.086571 5.793114 0.8047 -0.30018 -0.30676 2.193584 
0.7344 0.20087 0.203256 1.187734 0.8594 -0.36214 -0.37258 2.882994 
0.8516 0.33556 0.344362 2.62316 0.9063 -0.41442 -0.4266 2.938996 
0.9531 0.46036 0.465401 1.094948 0.9453 -0.52876 -0.54571 3.205237 
0.9609 0.45992 0.46514 1.134917 0.9531 -0.55408 -0.5681 2.530167 
0.9688 0.4612 0.469777 1.859728 0.9609 -0.55069 -0.55471 0.730476 
0.9766 0.48223 0.501832 4.064835 0.9688 -0.49774 -0.49116 1.322504 
1 1 1 0 1 0 0 0 
Tabla 7. Comparación de velocidades para Re=5000 
 
Los valores resaltados en ambas tablas corresponden a errores relativos de gran magnitud, y 
obedecen a dos razones:  
 
 Los altos errores relativos en el cálculo de la componente horizontal de la velocidad en 
el caso de Re=5000 aparecen debido a la densidad de malla utilizada, en este caso una 
malla de 80x80 nodos y un factor de densificación 𝛾 = 2. Esta malla resulta ser 
insuficiente, provocando esta magnitud en los errores. El uso de esta malla, sin 
embargo, resulta de los límites que impone el propio código, ya sea por cómo ha sido 
desarrollado o por los requisitos computacionales de un caso tan próximo a la 
turbulencia. 
 
 El resto de valores exageradamente elevados corresponden con el cálculo del error 
relativo en puntos donde el valor absoluto de la componente calculada es muy 
próximo a cero. En estos puntos, debido a la naturaleza del cálculo del error relativo, 
es común encontrar valores muy elevados del error relativo aunque el valor calculado 
sea muy próximo al esperado. 
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Como complemento a la comparación de valores mediante tablas, se presenta también una 
comparación utilizando gráficos que ayuden a comprender los fenómenos que tienen lugar en 
este caso, esperando así lograr una mejor comparación entre los datos aportados por Ghia y 
otros autores en [6] y los obtenidos en este estudio. 
 
 
Figura 29. Comparación de los perfiles de velocidades para Re=100 
 
Las figuras Figura 29 y Figura 30, además de facilitar la comprensión de las tablas anteriores, 
permite obtener una primera idea aproximada de la evolución del sistema. 
A medida que aumenta el valor del número de Reynolds, es fácil observar como aumentan los 
gradientes de velocidad cerca de las paredes, comportamiento que indica la proximidad del 
régimen turbulento. Es precisamente a causa de este aumento del gradiente de velocidad en la 
proximidad de las paredes lo que impulsa el uso de una malla condensada, ya que la precisión 
en esas zonas es la clave para simular correctamente los casos con un Reynolds cercano al 
crítico. 
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Figura 30. Comparación de los perfiles de velocidades para Re=5000 
 
En las figuras se hace patente, además, la notable variación en la precisión debida a la 
diferencia entre las mallas empleadas. El caso de 𝑅𝑒 = 100 se ha simulado empleando una 
malla de 100x100 nodos con un factor de densificación de 𝛾 = 2, que ofrece una buena 
precisión, como se puede comprobar en la Tabla 6. Comparación de velocidades para Re=100. 
El caso de 𝑅𝑒 = 5000, por el contrario, requiere una capacidad computacional mayor por su 
cercanía al régimen turbulento. Por este motivo se ha simulado este caso empleando una 
malla de 80x80 nodos con 𝛾 = 2. Esta malla ofrece una peor precisión, pero utiliza un número 
de nodos que tanto el código como el equipo informático utilizados pueden operar con mayor 
facilidad, ya que de otra manera se requeriría un gran tiempo de cálculo. 
Una vez ha quedado patente la validez de los resultados obtenidos por el código desarrollado, 
el objetivo es analizar la física del problema, comprender el comportamiento real del fluido en 
la situación que se estudia, y comprender mejor la transición del fluido de Reynolds bajos a 
Reynolds altos. Para ello, se presentan a continuación los mapas de velocidad horizontal, 
velocidad vertical, y función de corriente para cada uno de los dos casos. 
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Figura 31. Driven cavity. Re=100, u 
 
 
Figura 32. Driven Cavity. Re=100, v 
 
Figura 33. Driven Cavity. Re=100, 𝜓 
 
Este primer conjunto de figuras permite comprender con facilidad el comportamiento real del 
flujo para Re=100.  
 En la Figura 32 se puede observar con claridad como en la zona derecha de la cavidad 
el fluido tiene una velocidad alta en sentido negativo, mientras que en el lado derecho 
la tiene en sentido positivo, indicando que el flujo baja por la parte derecha y sube por 
la izquierda.  
 
 En la Figura 31 se distinguen claramente dos zonas: Una zona superior donde el fluido 
alcanza su mayor velocidad (justo en la pared, la condición de contorno es 𝑢 = 1) y 
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una zona más cercana al centro de velocidad negativa, donde el flujo se mueve de la 
zona derecha a la zona izquierda de la cavidad.  
 
 Tanto la Figura 31 como la Figura 32 muestran concordancia con la Figura 29, 
ayudando así a comprender el significado de los extremos relativos de la velocidad. 
 
 Las líneas de corriente, en la Figura 33 representan la unión de las dos figuras 
anteriores. Se puede apreciar claramente como el fluido en contacto con la pared 
superior desciende por la parte derecha de la cavidad y vuelve a la zona izquierda.  
Además, esta figura muestra el inicio de la formación de dos zonas de recirculación en 
las esquinas inferiores de la cavidad. Estas zonas adquirirán importancia a medida que 
aumente el Re, ya que es un fenómeno fuertemente relacionado con la turbulencia y 
cuantas más zonas de este tipo aparezcan y más fuerte sea su influencia, más 
probabilidades hay de entrar en régimen turbulento. 
 
Las siguientes figuras completan la explicación, ofreciendo una visión intuitiva de lo que 
sucede para 𝑅𝑒 = 5000 y la transición entre los dos estados. 
 Comparando las figuras Figura 31 y Figura 34, se puede ver un cambio importante en 
el gradiente de velocidad de la pared superior. La zona de arrastre del fluido se ha 
reducido considerablemente debido al aumento del Reynolds. Por la propia definición 
del número de Reynolds, este aumento implica que el fluido se mueve a mayor 
velocidad o bien es menos viscoso, reduciendo así la fricción que soporta.  
 
 Debido a que el fluido a 𝑅𝑒 = 5000 tiene más energía que el fluido a 𝑅𝑒 = 100 
(debido a una menor disipación viscosa o a un aumento de la velocidad), la zona de la 
Figura 34 donde el fluido tiene velocidad negativa se ve desplazada hacia abajo. 
 
 Aparecen dos fenómenos que muestran que el flujo se acerca al régimen turbulento y 
ofrecen una mayor justificación del uso de una malla condensada en las paredes: 
 Los gradientes de velocidades en la proximidad de las paredes verticales se 
vuelven más bruscos. Esto es indicador del engrosamiento de la capa límite 
que, a medida que toma importancia, favorece la transición a régimen 
turbulento. 
 
 Aumentan las zonas de recirculación de flujo tanto en número como en 
tamaño, favoreciendo también la transición a flujo turbulento. 
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Figura 34. Driven Cavity. Re=5000, u 
 
Figura 35. Driven Cavity. Re=5000, v 
 
Figura 36. Driven Cavity. Re=5000, 𝜓 
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Capítulo 6 
6. Caso de aplicación: Vortex Shedding 
Tras estudiar y comprender el Fractional Step Method y haber desarrollado y verificado 
(mediante un caso de benchmark como el Driven Cavity) un programa para ponerlo en 
práctica, se puede concluir que los métodos utilizados en el desarrollo de este estudio 
funcionan y proporcionan resultados razonablemente fiables. El objetivo, por tanto, se 
convierte en estudiar un caso más complicado pero con un mayor interés tecnológico. 
Con este fin se ha seleccionado el caso “Flujo sobre un cilindro cuadrado con ángulo de 
ataque”. Este caso ha sido ampliamente estudiado en la comunidad científica (véanse [8], [9] y 
[10]), ya que como se ha comentado en el capítulo 1, tiene un gran interés práctico. Además, 
se trata de un acercamiento del presente estudio a la aerodinámica, ya que se podrán calcular 
las fuerzas aerodinámicas (lift y drag o sustentación y resistencia) sobre la superficie del 
cilindro cuadrado.   
El objetivo de este análisis será el de emplear el código desarrollado basado en el FSM y 
disponible en el Anexo A5 para estudiar un escenario real. No obstante, debido a que el código 
se ha desarrollado durante el proceso de aprendizaje que recoge el presente estudio, está 
lejos de ser optimizado para este caso en concreto. Así pues, no se pretende realizar un 
estudio en profundidad sino obtener una visión superficial de la fenomenología que tiene lugar 
en esta situación, prestando atención a la influencia del Reynolds y del ángulo de ataque en el 
fenómeno del vortex shedding.    
 
6.1. Descripción del caso 
El caso de estudio consiste en un cuerpo bidimensional cuadrado rodeado por un fluido con 
velocidad relativa al cuerpo no nula. Para lograr el efecto de variar el ángulo de ataque (ángulo 
relativo entre la velocidad del fluido y la cara horizontal del cilindro cuadrado), se variará 
correspondientemente el valor de cada una de las componentes de la velocidad, siendo su 
módulo siempre |𝑢| = 𝑢0. Para conseguir regular de esta manera el ángulo de la velocidad 
incidente, las caras inferior e izquierda actúan como entrada de fluido, mientras que las caras 
superior y derecha actúan como salida libre del flujo, de manera que el sistema se asemeje a 
un flujo libre.   
La Figura 37 muestra la configuración escogida para el dominio de estudio.  
 
Caso de aplicación: Vortex Shedding  
Joan Pau Vidal Benitez  72 
Además, es conveniente comentar las características particulares del caso: 
 El caso cumple todas las hipótesis de estudio presentadas en el apartado 5.2.1. 
 Toda la geometría del caso se define en función del parámetro ℎ, el lado del cilindro 
cuadrado. 
 El perfil de velocidades aguas arriba es completamente plano, por tanto la velocidad 
de cualquier partícula que no haya entrado en contacto con el sólido es constante. 
 
 
Figura 37. Esquema del caso de aplicación 
 
 
 No se estudia el comportamiento térmico del problema, de manera que las únicas 
incógnitas son las componentes de la velocidad (𝑢 y 𝑣) y la presión (P). 
 Se realizará un estudio del efecto del ángulo de ataque, simulando el sistema para 
varios ángulos. A pesar de que en la mayoría de publicaciones donde se estudia este 
caso se varía el ángulo de ataque rotando el cilindro, por simplicidad en el presente 
estudio se cambiará el ángulo de ataque regulando las componentes de la velocidad 
en las entradas del sistema para obtener la inclinación del flujo deseada. 
 Las ecuaciones que gobiernan este caso son las mismas que las expuestas en el 
capítulo 5 y seguirán el mismo esquema de resolución que corresponde al FSM: 
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{
 
 
 
 𝑢𝑝 =  𝑢𝑛 +  
∆𝑡
𝜌
[
3
2
𝑅(𝑢𝑛) −
1
2
𝑅(𝑢𝑛−1)]
∆𝑝𝑛+1 =
𝜌
∆𝑡
𝛻 · 𝑢𝑝
𝑢𝑛+1 =  𝑢𝑝 −  
∆𝑡
𝜌
𝛻𝑝𝑛+1
 
(5.11) 
(5.9) 
(5.10) 
 
 
 El número de Reynolds  que gobierna el caso no se calcula como se ha hecho hasta 
ahora, si no que en este caso se usará ℎ como longitud característica: 
 𝑅𝑒 =
𝜌𝑢0ℎ
𝜇
 (6.1) 
 
 Como se muestra en la Figura 37, las condiciones de contorno del caso son las 
siguientes: 
 En las caras superior y derecha del dominio, las condiciones de contorno serán 
del tipo de Neumann (derivada nula) para las tres variables de estudio. 
 En las caras inferior e izquierda del dominio las condiciones serán de Neumann 
para la presión y de Dirichlet (valor fijado) para las dos componentes de la 
velocidad. 
 En todas las caras del obstáculo, las condiciones de contorno serán de 
Neumann para la presión y de Dirichlet para las componentes de la velocidad 
que, en concreto, serán nulas para mantener la condición de velocidad relativa 
nula en la zona de contacto.  
 
6.1.1. Vortex shedding 
El caso de estudio se ha escogido por la particularidad que posee, es ideal para mostrar el 
fenómeno de vortex shedding. Como ya se ha comentado, este fenómeno consiste en la 
formación alterna de vórtices en la estela del obstáculo durante la transición entre flujo 
laminar y turbulento. Por el hecho de ocurrir en esta fase de transición, este caso se encuentra 
al límite de la capacidad de este estudio, donde se ha partido de la hipótesis de régimen 
laminar como base. 
Cuando el flujo se encuentra en la zona de transición entre laminar y turbulento, en este caso, 
no se converge en un estado permanente del flujo como en todos los casos anteriores, ni se 
llega a un flujo turbulento, sino que se obtiene un estado intermedio donde los vórtices 
mencionados anteriormente se forman de manera periódica. Esta periodicidad puede 
cuantificarse para su comparación mediante el número adimensional de Strouhal: 
Caso de aplicación: Vortex Shedding  
Joan Pau Vidal Benitez  74 
𝑆𝑡 =
𝑓𝑠 · ℎ
𝑢0
 (6.2) 
 
Donde 𝑓𝑠 es la frecuencia de oscilación del fluido, ℎ es la longitud del lado del obstáculo y 𝑢0 la 
velocidad aguas arriba del obstáculo. 
 
6.2. Discretización del dominio 
El dominio mostrado en la Figura 37. Esquema del caso de aplicación será discretizado 
empleando una formulación de malla concentrada en las caras del objeto, con densidad de 
malla uniforme sobre el propio cilindro cuadrado, tal y como se esquematiza en la Figura 38. La 
densidad total de la malla es de 150x100, con un total de 15000 nodos. Si bien no es un 
número de nodos excesivamente alto para el caso que se pretende estudiar, será suficiente 
para el nivel superficial de análisis que se pretende obtener y que está al alcance tanto del 
código desarrollado como del equipo utilizado.  
 
 
Figura 38. Malla utilizada para el estudio del vortex Shedding, con el cilindro resaltado 
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6.3. Cálculo de las fuerzas aerodinámicas 
El objetivo principal de este estudio es el de observar y comprender la fenomenología que 
tiene lugar en el campo fluido, concretamente sobre el cilindro cuadrado. Para ello se 
calcularán las fuerzas aerodinámicas lift (L) y drag (D) sobre la superficie del cilindro y se 
evaluarán a lo largo de la duración de la simulación. El cálculo de estas fuerzas se realizará 
mediante las expresiones: 
𝐷 = ∫ 𝑃 𝑑𝑦
 
𝑤
−∫𝑃
 
𝑒
𝑑𝑦 + 𝜇∫
𝜕𝑢
𝜕𝑦
 
𝑛
𝑑𝑥 − 𝜇∫
𝜕𝑢
𝜕𝑦
 
𝑠
𝑑𝑥 + 𝜇∫
𝜕𝑢
𝜕𝑥
 
𝑒
𝑑𝑦 − 𝜇∫
𝜕𝑢
𝜕𝑥
 
𝑤
𝑑𝑦 (6.3) 
 
𝐿 = ∫𝑃 𝑑𝑥
 
𝑠
−∫𝑃 𝑑𝑥
 
𝑛
+ 𝜇∫
𝜕𝑣
𝜕𝑥
 
𝑤
𝑑𝑦 − 𝜇∫
𝜕𝑣
𝜕𝑥
 
𝑒
𝑑𝑦 + 𝜇∫
𝜕𝑣
𝜕𝑦
 
𝑛
𝑑𝑥 − 𝜇∫
𝜕𝑣
𝜕𝑦
 
𝑠
𝑑𝑥 (6.4) 
 
Donde los límites de integración 𝑛, 𝑠, 𝑒 y 𝑤 se refieren a las paredes del cilindro norte, sur, este 
y oeste respectivamente. 
Para poder implementar estas ecuaciones en el código desarrollado, será necesario 
discretizarlas tal como se ha hecho durante todo el desarrollo del estudio, obteniendo así las 
ecuaciones siguientes: 
 
𝐷 =∑(𝑃𝑐𝑤 − 𝑃𝑐𝑒) · ∆𝑦
 
ℎ
+ 𝜇 [∑
𝑢𝑛 − 𝑢𝑠
∆𝑦
· ∆𝑥
𝑐𝑛
−∑
𝑢𝑛 − 𝑢𝑠
∆𝑦
· ∆𝑥
𝑐𝑠
+∑
𝑢𝑒 − 𝑢𝑤
∆𝑥
· ∆𝑦
𝑐𝑒
−∑
𝑢𝑒 − 𝑢𝑤
∆𝑥
· ∆𝑦
𝑐𝑤
] (6.5) 
 
𝐿 =∑(𝑃𝑐𝑠 − 𝑃𝑐𝑛) · ∆𝑥
 
ℎ
+ 𝜇 [∑
𝑣𝑒 − 𝑣𝑤
∆𝑥
· ∆𝑦
𝑐𝑤
−∑
𝑣𝑒 − 𝑣𝑤
∆𝑥
· ∆𝑦
𝑐𝑒
+∑
𝑣𝑛 − 𝑣𝑠
∆𝑦
· ∆𝑥
𝑐𝑛
−∑
𝑣𝑛 − 𝑢𝑠
∆𝑦
· ∆𝑥
𝑐𝑠
] (6.6) 
 
Donde los subíndices 𝑐𝑛, 𝑐𝑠, 𝑐𝑒 y 𝑐𝑤 corresponden a las caras del cilindro y los subíndices 𝑛, 𝑠, 
𝑒 y 𝑤 corresponden a la cara de cada nodo. 
Las fuerzas aerodinámicas calculadas deberán ser adimensionalizadas para su comparación 
con otros casos, para ello se dividirán los valores calculados por una fuerza de referencia, 
calculada de la siguiente manera: 
𝐹𝑟𝑒𝑓 =
1
2
𝜌𝑢0
2𝑆 (6.7) 
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Donde 𝑢0 es la velocidad aguas arriba del cilindro y S es una superficie de referencia, que se 
tomara igual a ℎ. 
 
6.4. Algoritmo de resolución 
El algoritmo de resolución para la resolución del flujo alrededor del cilindro cuadrado seguirá 
la misma estructura que el que se utilizó en el capítulo 5 para la resolución del caso Driven 
Cavity, modificando el criterio de finalización de la simulación debido al carácter transitorio del 
vortex shedding. 
1. Introducción de datos: 
 Datos físicos: Propiedades físicas del problema. 
 Datos numéricos: Parámetros propios del método numérico, número de nodos para 
la discretización, criterio de convergencia (δ),… 
 
2. Pre-proceso: Cálculos previos asociados a la geometría, generación de la malla y cálculos 
independientes del resultado en general.  
 
3. Mapas iniciales: Asignación de los mapas iniciales de P, 𝑢 y 𝑣 que el programa utilizará para 
la primera iteración. Debido a que las ecuaciones (5.17) y (5.20) necesitan información de 
más de un estado de tiempo, se establecerán los mapas iniciales para todos los instantes 
necesarios. 
 
4. Incremento de tiempo: En este paso se calculará el valor de Δt en función del valor que 
toman ambas componentes de la velocidad, tal como se explicó en el apartado 5.1.2. 
Además, se incrementara el instante de tiempo, haciendo 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + ∆𝑡 y se actualizará 
el valor de los campos de velocidad de los instantes de tiempo anteriores. 
 
5. Cálculo de la velocidad predicha: Se calculará el valor predicho de cada componente de la 
velocidad según la ecuación (5.11), calculando previamente los valores de 𝑅(𝑢) y 𝑅(𝑣) e 
imponiendo los valores necesarios en entradas y salidas, así como en el cilindro cuadrado. 
 
6. Cálculo de los coeficientes de discretización: 𝑎𝑁 , 𝑎𝑆 , 𝑎𝐸 , 𝑎𝑊, 𝑎𝑃  𝑏𝑝. 
 
7. Resolución de la ecuación de Poisson: Se resolverá la ecuación mediante un solver line by 
line para encontrar el valor del campo de presiones en cada nodo, empezando con un valor 
supuesto para la presión, 𝑃∗[𝑖, 𝑗], que para cada instante de tiempo tomará el último valor 
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calculado en el instante de tiempo anterior.  
 
8. Comprobación de la convergencia: En este punto se comprobará la diferencia entre los 
valores de la presión en cada punto del dominio con el obtenido en la iteración previa, es 
decir, deberá comprobarse la expresión booleana: max|𝑃[𝑖, 𝑗] − 𝑃∗[𝑖, 𝑗]| < 𝛿. Si se cumple 
este criterio, se procederá con el siguiente punto del algoritmo (9), de lo contrario, se 
deberán actualizar los valores supuestos ( 𝑃∗[𝑖, 𝑗] = 𝑃[𝑖, 𝑗]) y  se volverá al paso número 7.  
 
9. Cálculo de la velocidad: Con los valores de la presión calculados en el punto 8 y mediante 
las ecuaciones (5.33) y (5.34), se calculará el valor de las componentes de la velocidad en 
sus respectivas mallas.  
 
10. Comprobación del criterio temporal: Debido a que en este caso no se llega a un estado 
permanente de equilibro, no se puede establecer el mismo criterio temporal que en el caso 
de Driven Cavity, por ello en este caso se establecerá un tiempo final de simulación, que 
deberá ser optimizado en función de los resultados. 
 
11. Post proceso: Cálculos finales e impresión de resultados con el formato adecuado. 
 
12. Fin. 
 
6.5. Análisis de resultados 
Una vez descrito el caso de estudio que se analizará, se simularán mediante el código 
desarrollado y disponible en el Anexo A5 los casos que se exponen a continuación, con el 
objetivo de comparar los resultados obtenidos en cada caso con el resto de casos. Es 
importante aclarar que, a diferencia de los resultados de las publicaciones mencionadas en la 
introducción del capítulo, los resultados que aquí se recogen han sido obtenidos mediante el 
código desarrollado durante la fase de aprendizaje, de manera que los métodos empleados 
(esquema numérico CDS y solver line by line, además de la malla no optimizada) para su 
resolución no son los apropiados para obtener con absoluta precisión los datos que 
conformarían una radiografía completa del caso. Por este motivo, se priorizará en este estudio 
el análisis cualitativo de los fenómenos observados, más que su cuantificación. 
En el estudio del flujo sobre un cilindro cuadrado, se pueden distinguir claramente tres 
regímenes en función del número de Reynolds del caso. 
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 𝑅𝑒 ≤ 𝑅𝑒𝑐𝑟1. El fluido se comporta de manera completamente laminar, y se alcanza un 
estado permanente de manera similar a lo expuesto en el capítulo 5. Se llamará a este 
régimen Pre-Vortex Shedding y, con base en las publicaciones mencionadas, se tomará 
𝑅𝑒𝑐𝑟1 = 50, a pesar de que este valor dependerá del ángulo de ataque del cilindro.  
 
 𝑅𝑒𝑐𝑟1 ≤ 𝑅𝑒 ≤ 𝑅𝑒𝑐𝑟2. El flujo es laminar, pero ya no se alcanza un estado permanente 
normal, si no que se llega a una configuración periódica en el tiempo. Este será el 
régimen Post-Vortex Shedding, ya que es cuando éste fenómeno gobierna el fluido. 
Con base en las publicaciones mencionadas, se tomará 𝑅𝑒𝑐𝑟2 = 250.  
 
 𝑅𝑒 ≥ 𝑅𝑒𝑐𝑟2. El flujo se vuelve turbulento y desordenado. Este caso queda fuera del 
alcance del estudio debido a su complejidad. 
 
6.5.1. Pre-Vortex Shedding 
Antes de analizar el fenómeno del vortex shedding, es interesante observar brevemente el 
comportamiento del fluido en regímenes en los que no tiene lugar, por tal de comprender su 
comportamiento antes de la aparición de los vórtices alternos.  
De acuerdo con lo dispuesto en las publicaciones previamente mencionadas, el valor del 
Reynolds crítico para el inicio del vortex shedding se encuentra alrededor de 𝑅𝑒𝑐𝑟1 = 50, 
siendo variable en función del ángulo de ataque. Para comprobar el comportamiento del fluido 
sin la influencia del vortex shedding, a continuación se muestran de manera gráfica diferentes 
casos simulados para 𝑅𝑒 = 30.  
El primer caso corresponde a 𝛼 = 0, ángulo de ataque nulo, se trata de la situación más básica, 
y cumple la función de explicar el comportamiento del fluido en régimen laminar y 
estacionario en un valor del Reynolds en el que no aparece el vortex shedding. De las figuras 
Figura 39 y Figura 40, se pueden resaltar las siguientes observaciones: 
 Aparece un punto de velocidad nula (llamado punto de remanso) en la cara del cilindro 
que se encuentra primero con el fluido (llamada borde de ataque). En este punto y 
debido a la velocidad nula del fluido, se producirá un gran aumento de la presión, 
siendo esta la principal fuente de la fuerza de resistencia que se generará sobre el 
sólido. 
 
 En las zonas superior e inferior del obstáculo el fluido sufre una fuerte aceleración 
debido a la reducción en la sección de paso que experimenta. A causa de este 
aumento de velocidad, la presión en estas zonas disminuirá, produciendo una fuerza 
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de succión sobre el objeto, conocida como sustentación aerodinámica. Para 
configuraciones simétricas como es el caso, debido a que la reducción de presión es 
igual a ambos lados de objeto, la fuerza de sustentación será nula.  
 
 En la parte trasera aparece una estela formada por las partículas de fluido que rodean 
al objeto y vuelven a ocupar el “vacío” dejado por éste. La velocidad de las partículas 
cercanas a la parte trasera del sólido será casi nula y aumentarán su velocidad a 
medida que se alejen.  
 
 Comparando ambas figuras con las figuras Figura 45 a Figura 48 se hace patente el 
efecto del aumento del número de Reynolds sobre la estela previa al vortex shedding. 
A medida que aumenta el Reynolds los esfuerzos viscosos pierden importancia 
respecto a los efectos convectivos, causados por la velocidad del fluido, de manera 
que los gradientes de velocidad aumentan y la estela tiende a volverse más compacta. 
La zona trasera se atrasa debido a la rápida recuperación de energía por parte de las 
partículas fluidas y las zonas de velocidad elevada se acercan más al cuerpo del fluido. 
 
Figura 39. Re=30.  ψ, α=0 
 
Figura 40. Re=30. u, α=0 
 
Una vez comprobado el comportamiento que podría considerarse la base de todo el estudio, 
pueden simularse con facilidad diferentes ángulos de ataque. Como muestra del efecto de este 
cambio en el ángulo se han simulado 𝛼 = 5° y 𝛼 = 10° y se han obtenido las figuras Figura 41 
a Figura 44. En ellas se puede apreciar cómo aumentar el ángulo de ataque no solo inclina la 
estela, también la deforma y, como muestran las líneas de corriente produce un efecto similar 
al que se obtiene al inicio del vortex shedding. Además, prestando atención a las zonas donde 
la velocidad es más alta, y concretamente en la Figura 44, se puede ver cómo una de ellas 
tiende a reducirse, produciendo por tanto un desequilibro en la fuerza de succión de uno y 
otro lado, resultando en un valor no nulo de la fuerza de sustentación total. 
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Figura 41. Re=30. ψ , α=5° 
 
Figura 42. Re=30. u, α=5° 
 
 
Figura 43. Re=30. ψ , α=10° 
 
 
Figura 44. Re=30. u, α=10° 
 
 
6.5.2. Post-Vortex Shedding 
Visto el comportamiento del flujo para valores bajos del número de Reynolds, el objetivo 
ahora es observar los fenómenos que tienen lugar para Reynolds más altos, en los que el 
fenómeno del vortex shedding ya tiene lugar. Para ello, se tomará como referencia el caso 
𝑅𝑒 = 100 y con ángulo de ataque nulo, y una vez se haya comprendido este caso, se realizarán 
comparaciones muy superficiales con otros valores del Reynolds y ángulo de ataque. Como 
nota importante, cabe destacar que los valores del tiempo que aparecen en los pies de foto de 
las figuras a continuación, no corresponden a tiempos en segundos, sino a incrementos 
temporales de la manera en que se vio durante el desarrollo del FSM. 
En las figuras Figura 45 a Figura 50 se puede ver con claridad la primera fase del proceso: la 
estabilización aparente. En esta fase, el flujo se comporta de manera prácticamente idéntica a 
los casos de flujo laminar de la sección 6.5.1. Sin embargo, cuando el valor del Reynolds es 
superior al valor crítico, en lugar de permanecer en un estado estacionario (que sería similar a 
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las figuras Figura 47 y Figura 48), el flujo se vuelve inestable y empieza a oscilar de forma 
periódica, creando vórtices de manera alterna. En las figuras Figura 49 y Figura 50 se empieza a 
intuir este movimiento, empezando como la aparición de un pequeño flujo de recirculación en 
la parte inferior del cilindro cuadrado. 
 
 
Figura 45. Re=100.  𝜓 , t=300 
 
Figura 46. Re=100. u, t=300 
 
 
 
Figura 47. Re=100.  𝜓 , t=500 
 
Figura 48. Re=100. u, t=500 
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Figura 49. Re=100.  𝜓 , t=700 
 
 
Figura 50. Re=100. u, t=700 
 
Si bien en la Figura 49 se puede empezar a apreciar el inicio de la segunda fase, es en las 
figuras Figura 51 y Figura 52 donde esta fase se muestra en su plenitud: se trata de la fase de 
transición. La estela del fluido ya se ha formado en longitud, y empieza a aparecer el vortex 
shedding en forma de ligeros movimientos en el campo de velocidad representado por la 
Figura 52.Con respecto a las líneas de corriente, se ve con claridad como uno de los vórtices 
toma un tamaño muy superior y se impone al otro.  
 
 
Figura 51. Re=100.  𝜓 , t=1000 
 
 
Figura 52. Re=100. u, t=1000 
 
A partir de este punto es cuando se desarrolla por completo el vortex shedding. Las 
oscilaciones en el fluido alcanzan su máxima amplitud y, por tanto, las fuerzas que aparecen 
sobre el cilindro cuadrado también alcanzan su máxima magnitud. Es precisamente este efecto 
el que convierte al vortex shedding en un caso de interés tecnológico, ya que causa gran 
número de problemas en diversos equipos. Las figuras Figura 53 a Figura 58 ilustran diversas 
partes de este proceso. Las figuras Figura 53 y Figura 54 pertenecen a un momento inicial de 
esta tercera fase, donde las oscilaciones son mayores que en la fase de transición pero no 
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llegan a su máxima amplitud. Los pares de figuras Figura 55-Figura 56 y Figura 57-Figura 58 
corresponden a medio período, de manera que ilustran perfectamente el comportamiento del 
fluido en esta última fase. 
 
 
Figura 53. Re=100.  ψ, t=2225 
 
 
Figura 54. Re=100.  u, t=2225 
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Figura 55. Re=100.  ψ, t=5529 
 
 
Figura 56. Re=100. u, t=5529 
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Figura 57. Re=100.  ψ, t=6250 
 
 
Figura 58. Re=100. u, t=6250 
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A pesar de que el código desarrollado dista mucho del utilizado por las publicaciones citadas 
en cuanto a precisión de los resultados, resulta suficiente para realizar una primera estimación 
de las diferencias entre los distintos casos simulados, para diferentes valores del Reynolds y el 
ángulo de ataque. Así, se han simulado distintos casos, obteniendo para cada uno la evolución 
temporal de los coeficientes adimensionales de sustentación y resistencia, tal como se 
muestra en la Figura 59. 
Para analizar correctamente los resultados, es importante destacar los errores que contiene el 
gráfico de la Figura 59 y que derivan de errores en el código. Se obtiene un valor demasiado 
alto del coeficiente de resistencia 𝐶𝑑  en los instantes iniciales, que debería ser 
aproximadamente igual al mínimo de la curva representada (alrededor de 𝐶𝑑 = 1.5) así como 
un valor erróneo sobre el que oscila el coeficiente de sustentación 𝐶𝑙, que debería ser nulo 
para un caso simétrico, tal y como se ha comentado en el apartado 6.5.1. Ambos errores son 
debidos principalmente al proceso de cálculo del campo de presiones. Como se comentó en el 
capítulo 5 ése es el paso más importante del FSM. El código desarrollado en el presente 
estudio se ha realizado utilizando un solver y un esquema numérico correctos, pero no lo 
suficiente como para resolver este caso con la exactitud requerida. 
No obstante, los datos contenidos en dicho gráfico son suficientes para comprobar el 
fenómeno de vortex shedding: se puede observar con claridad la oscilación periódica de ambos 
coeficientes. 
 
 
Figura 59. Evolución temporal de los coeficientes de sustentación y resistencia para Re=100 y 𝛼=0 
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Las oscilaciones  de estos coeficientes y por tanto el fenómeno de vortex shedding pueden 
cuantificarse mediante tres parámetros: 𝐶𝑙,𝑅𝑀𝑆  (media cuadrática del coeficiente de 
sustentación) , 𝐶𝑑,𝑚𝑒𝑎𝑛 (valor medio del coeficiente de resistencia) y 𝑆𝑡 (número de Strouhal). 
Comparando los resultados obtenidos en simulaciones para diferentes números de Reynolds y 
con ángulo de ataque nulo, se ha elaborado la Tabla 8. En ella, se puede comprobar lo 
comentado anteriormente. Si bien es cierto que los números no son exactamente los mismos, 
se puede observar claramente que se encuentran en el mismo rango de valores y, por tanto, 
aunque no sirvan como resultado exacto, sí que dan validez al análisis cualitativo. Las figuras 
Figura 60 y Figura 61 sirven como comprobación de este hecho. 
Es interesante en particular observar la Figura 62. En ella se puede ver como a medida que 
aumenta el número de Reynolds, el número de Strouhal crece muy rápidamente. Esto se 
refleja también en los datos obtenidos con el código desarrollado, de manera que se concluye 
que, a mayor Reynolds (esto es, mayor velocidad del fluido o menor viscosidad), más intensa 
será la oscilación de las fuerzas sobre el objeto y por tanto, mayores vibraciones sufrirá. 
Re 𝐶𝑙,𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑑,𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑆𝑡 
75 0.1163 1.7343 0.1408 
100 0.1548 1.6764 0.1520 
150 0.2175 1.6745 0.1669 
200 0.2696 1.6634 0.1805 
Tabla 8. Caracterización del régimen según su número de Reynolds para 𝛼=0 
 
 
Figura 60. Coeficiente de resistencia medio en función del Reynolds para 𝛼=0 [10] 
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Figura 61. Cl,RMS en función del número de Reynolds para 𝛼=0 [10] 
 
Figura 62. Número de Strouhal según el número de Reynolds, para 𝛼=0 [8] 
 
Mediante la Tabla 9 se puede comprobar (para un número reducido de casos) el efecto del 
ángulo de ataque en las variables estudiadas para un Reynolds fijo 𝑅𝑒 = 100. Aumentar el 
ángulo de ataque dentro del rango estudiado, por otra parte, tiene inicialmente el efecto de 
aumentar tanto 𝐶𝑙,𝑅𝑀𝑆, como 𝐶𝑑 ,𝑚𝑒𝑎𝑛 y 𝑆𝑡, pero finalmente vuelve a disminuirlos a valores 
parecidos a los de 𝛼 = 0°. 
 
𝛼 𝐶𝑙,𝑅𝑀𝑆 𝐶𝑑,𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑆𝑡 
0 0.1548 1.6764 0.1520 
5 0.1696 1.8958 0.1553 
10 0.1512 1.6903 0.1519 
Tabla 9. Caracterización del régimen según el ángulo de ataque del cilindro para Re=100 
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Después de realizar el análisis del flujo sobre un cilindro cuadrado con ángulo de ataque para 
varios valores de sus parámetros y de comprobar la relativa validez de sus resultados, se puede 
concluir que, a pesar de que éstos no tienen un grado de fiabilidad del 100% y que el código 
presenta errores debidos a la elección de los métodos numéricos empleados, los resultados 
obtenidos son moderadamente satisfactorios y permiten obtener una visión cualitativa lo 
suficientemente buena del fenómeno de vortex shedding.  
Por lo tanto, después de estudio realizado, se ha llegado a la conclusión de que aumentando el 
Reynolds, se favorece la aparición del vortex shedding, a la vez que se aumenta la sustentación 
y se disminuye ligeramente la resistencia, además de aumentar enormemente la frecuencia de 
las oscilaciones (caracterizada por el Strouhal). Además, si bien en el rango estudiado el efecto 
es menos visible que con el Reynolds, aumentar el ángulo de ataque conlleva un aumento de 
los coeficientes de sustentación y resistencia y, en menor medida, el Strouhal. 
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Capítulo 7 
7. Desarrollo posterior del estudio 
Una vez asimilados los conocimientos recogidos en el presente estudio, se habrá adquirido la 
capacidad de simular casos de flujo laminar, quedando pendiente la extensión de este estudio 
a la geometría tridimensional. Dicha extensión puede realizarse de manera directa, y no 
requiere más que añadir la tercera componente de la velocidad y su respectiva ecuación de 
conservación de la cantidad de movimiento, de manera que no supone más dificultad que la 
que introduce la propia geometría del caso que se desee estudiar. 
En lo que respecta a la aplicación escogida en el capítulo 6, se ha llegado a la conclusión de que 
es necesaria una revisión del código escrito, incorporando métodos de resolución numérica 
más avanzados y completos por tal de obtener una solución más ajustada. A pesar de tratarse 
de un desarrollo a posteriori, no se añadirá esta tarea a la planificación de la siguiente fase del 
estudio debido a que no correspondería una parte real de esa fase, sino una corrección de la 
fase actual. 
De esta manera, la extensión natural del presente estudio consistiría en ampliar el dominio de 
estudio a casos de fluidos en régimen turbulento. En el régimen turbulento, el fluido se mueve 
de forma caótica y desordenada, el gradiente de velocidad en las paredes del dominio se 
acentúa y se favorece el intercambio de energía entre las diferentes capas del fluido. Además, 
se trata de una fenomenología 3D: si bien pueden realizarse simulaciones tanto 1D como 2D, 
no reflejarán con precisión el comportamiento real de la turbulencia.  
La principal dificultad será la invalidez de la gran mayoría de hipótesis formuladas, siendo 
necesario el aprendizaje de nuevos métodos para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes. 
La estrategia de estudio ideal consistiría pues en trabajar los puntos que se presentan a 
continuación, no sólo en el ámbito de la mecánica de fluidos, sino también en el campo de la 
informática y los métodos numéricos. Si bien esta descripción por puntos puede servir como 
primera planificación de la siguiente fase del proyecto, deberá ser actualizada durante el 
comienzo de esta siguiente fase, añadiendo “sub-tareas” para cumplir objetivos intermedios: 
 Estudio del régimen turbulento. Se deberá estudiar el régimen turbulento de fluidos, 
así como técnicas de resolución numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes bajo 
estas nuevas hipótesis.   
Será necesario estudiar las fenomenologías propias del régimen turbulento como lo es 
el vortex stretching.  
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 Programación de casos de flujo turbulento. Para poner en práctica estos 
conocimientos y como se ha hecho para el presente estudio, será conveniente 
programar códigos para la resolución de casos de flujo turbulento, empezando 
por el caso unidimensional de Burgers’ Equation y aumentando el nivel de 
complejidad.  
 
 Estudio de técnicas de mallado. Una de las tareas que requieren más trabajo a la hora 
de simular geometrías tridimensionales o con un mayor grado de complejidad que las 
trabajadas en el presente estudio (por ejemplo, realizar la simulación del capítulo 6 
con un perfil aerodinámico) es la selección de una malla adecuada. Será necesario por 
tanto trabajar en la generación de mallas no estructuradas y mallas tridimensionales.  
 
 Ampliación de conocimientos en C++. Ahora que ya se conocen y se han puesto en 
práctica los conceptos básicos de programación en C++, es conveniente trabajar en 
mayor profundidad la programación orientada a objetos. De esta manera se podrán 
generalizar los programas desarrollados a geometrías más complejas o realizar cálculos 
con mayor eficiencia computacional.  
 
 Estudio de computación en paralelo. Dado que el aumento en complejidad de los 
casos de estudio repercute en la potencia de cálculo requerida. El caso de estudio del 
capítulo 6, por ejemplo, se encuentra al límite de las capacidades del procesador 
utilizado durante este estudio, y la posibilidad de trabajar con código en paralelo 
aumenta en gran medida las posibilidades de simulación.  
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7.1. Planificación 
Para aclarar la organización de las tareas futuras y su orden cronológico, a continuación se 
presenta un diagrama de Gantt, donde la duración de las tareas se ha calculado de forma muy 
aproximada, con el objetivo de servir más como guía que como un calendario estricto. 
Código de 
la tarea 
Descripción Antecedente Duración 
Tarea 1 Estudio del régimen turbulento. - 90 días 
Tarea 2 Programación de casos de flujo turbulento. - 90 días 
Tarea 3 Análisis de los resultados obtenidos. 2 Inicio-Inicio 100 días 
Tarea 4 Estudio de técnicas de mallado. - 30 días 
Tarea 5 Ampliación de conocimientos de C++. - 30 días 
Tarea 6 Estudio de computación en paralelo. - 30 días 
Tarea 7 Elección de un caso que englobe los 
conocimientos adquiridos. 
1 Fin-Inicio 7 días 
Tarea 8 Aplicación de los códigos desarrollados al caso 
escogido. 
7 Fin-Inicio 20 días 
Tarea 9 Análisis de los resultados obtenidos en el caso 
de aplicación. 
8 Fin-Inicio 7 días 
Tabla 10. Tareas de ampliación del est
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Figura 63. Diagrama de Gantt de la ampliación del estudio 
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Capítulo 8 
8. Aspectos económicos y ambientales 
 
8.1. Aspectos ambientales 
Desde el punto de vista ambiental y como ya se comentó en la justificación del estudio, el uso 
de herramientas de simulación computacional es una alternativa de gran interés a los métodos 
de experimentación clásicos. A pesar de que actualmente los límites de la simulación 
computacional serán impuestos por  la capacidad de cálculo del equipo utilizado y el coste de 
la energía empleada, la rápida evolución que caracteriza el campo de la informática y la 
aparición de nuevas tecnologías implican una mejora en este aspecto, aumentando así la 
competitividad de la computación frente a la experimentación tradicional. 
De esta manera, la existencia de códigos de simulación que reproduzcan a la perfección el 
comportamiento de un equipo como un túnel de viento eliminaría la necesidad de este equipo, 
suponiendo tanto un ahorro económico como una reducción del impacto ambiental asociado 
al uso de esta clase de equipos. 
 
8.2. Presupuesto 
En el presente apartado se describirán y se cuantificarán los costes asumidos durante la 
realización de este estudio: 
 Recursos humanos: La totalidad de este estudio ha sido realizada por un estudiante de 
último año del Grado en Ingeniería de Vehículos Aeroespaciales. Debido al carácter 
académico del estudio, se retribuirán las horas de trabajo a 8€/hora. El tiempo 
invertido en este proyecto se estima en 650 horas. 
 
 Recursos informáticos: Durante este estudio se ha utilizado un equipo informático 
doméstico tanto para la redacción de la documentación como para el desarrollo de los 
códigos computacionales requeridos. El equipo utilizado consiste en un ordenador de 
sobremesa HP Pavilion Elite HPE-420es, valorado en 1000€ en el momento de su 
compra, con procesador Intel Core i7 (2.93 GHz) y 8Gb de memoria RAM. Amortizado 
en 4 años y empleado en el proyecto los últimos cuatro meses, corresponde a un coste 
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de 83.33€. A nivel de software tan sólo se ha utilizado la herramienta gratuita de 
programación en C++ Dev-C++ y el software matemático Matlab, que puede ser 
encontrado bajo licencia educativa en los ordenadores de la universidad y, por lo 
tanto, no ha supuesto ningún coste para el presente estudio. 
 
Concepto Coste (€) 
Recursos humanos 5200 
Recursos informáticos 83.33 
Total 5283.33 
Tabla 11. Resumen de costes del proyecto 
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Capítulo 9 
9. Conclusiones 
El presente estudio pretendía cumplir un objetivo cuya base era el aprendizaje: partiendo de 
los conocimientos básicos de la mecánica de fluidos y un conocimiento apenas básico de 
programación en C++, se pretendía profundizar en la resolución numérica de las ecuaciones de 
Navier-Stokes, que gobiernan la fenomenología de la mecánica de fluidos.  
Para cumplir este objetivo, se ha adoptado una estrategia bien definida: primero, en el 
capítulo 2 se han establecido las bases de la resolución por métodos numéricos, para adquirir 
soltura con la terminología propia del análisis numérico. Una vez sentadas estas bases, en cada 
capítulo se han ido presentando y uniendo las distintas ecuaciones que se pretendía estudiar, 
empezando por la ecuación de conservación de energía, presentando luego la ecuación de 
convección-difusión y, por último, particularizando esta ecuación para el caso de conservación 
de cantidad de movimiento que, junto con la ecuación de conservación de masa, han 
conformado el primer caso de flujo real que se ha resuelto: el Driven Cavity. Este último caso 
ha sido verificado mediante los datos aportados en [6] para asegurar que los métodos 
empleados son válidos para casos similares. 
Llegado a este punto, el estudio ya cubría las bases necesarias para el desarrollo de códigos de 
programación capaces de resolver casos benchmark sencillos, como demuestran los Anexos 
A1-A5. El objetivo sería ahora la resolución de un caso práctico, con un cierto interés físico y 
tecnológico más que puramente académico, y con este fin se escogió el caso “Flujo sobre un 
cilindro cuadrado con ángulo de ataque”, ya que es un caso de comprensión sencilla y con una 
fenomenología  que puede ser fácilmente analizada con los conocimientos previamente 
poseídos sobre la materia, además de poseer la suficiente similitud con el Driven Cavity como 
para que el algoritmo de resolución sea muy parecido en ambos casos.  
Este último caso ha sido resuelto y analizado, exponiendo los puntos donde el código 
desarrollado no proporciona resultados 100% correctos pero demostrando que los resultados 
proporcionados son igualmente válidos, constituyendo un análisis cualitativo adecuado para el 
caso presentado. 
En vista de lo que se recoge en la memoria del estudio y de los códigos expuestos en los 
Anexos A1-A5, se puede concluir que se ha cumplido el alcance propuesto para este estudio, 
dejando como recomendación su ampliación según lo expuesto en el capítulo 7, para el 
estudio del régimen turbulento, obteniendo así los conocimientos y la práctica necesarios para 
la resolución de casos generales, siendo la única limitación presenta la que introduce el propio 
sistema informático utilizado. 
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